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Resumo

Com o intuito de reafirmar a importincia do aprofundamento do rigor no estudo
da matemdtica pura para a formagio de novos professores de Matemdtica, propuse-
mos o enfoque de uma 4rea especifica, a otimizago, para assegurar a formagao de
novos professores de Matemdtica na UFG. Neste artigo estudamos a convergéncia
das trajetérias central primal e dual associadas as funcoes entropia e exponencial,
respectivamente, € investigamos o comportamento assintdtico dessas trajetérias em
programacio linear. Estudamos também a convergéncia das trajetérias central pri-
mal e dual, associadas a divergéncia de Kullback-Leibler e sua conjugada. Como
aplicacio do estudo das trajetérias central e dual, mostramos a convergéncia das
sequéncias proximal primal e dual ponderada, associadas a distincia Kullback-
-Leibler para os Problemas de Programacio Linear (PPL), no chamado Método de
Ponto Proximal. Com uma linguagem mais acessivel e palatdvel, focamos alunos de
graduacio no curso de Matemdtica, descrevendo uma das vertentes do estudo de
otimizagdo para a formagido de novos professores.

Palavras-chave: problemas de programacio linear, fungo entropia, divergéncia de
Kullback-Leibler, método de ponto proximal, trajetdria central.

The formation of teachers: an example of the use of otimization in the process

Abstract

In order to reaffirm the importance of an in-depth study of pure mathematics in the forma-
tion of new mathematics teachers, we have proposed to focus on a specific area, optimiza-
tion, in order to provide training for new mathematics teachers at UFG. In this paper we
study the convergence of primal and dual central paths associated to entropy and exponential
functions, respectively, and we investigated the asymptotic behavior of these paths in linear
programming. We also studied the convergence of primal and dual central paths associated
to the Kullback-Leibler divergence and its conjugate. As an application of the study of cen-
tral and dual paths, we have shown the convergence of the primal weighted dual proximal
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sequences to Kullback-Leibler distance for Problems of Linear Programming (PPL), in what
is called the Proximal Point Method. Using more accessible and palatable language, we have
undergraduate mathematics students in mind when describing one of the dimensions of the
study of optimization for the formation of new mathematics teachers.

Keywords: linear programming problems, entropy function, Kullback-Leibler divergence,
proximal point method, central path.

Introdugao

Como professor do Centro de Ensino e Pesquisa Aplicada a Edu-
cagdo (Cepae) da Universidade Federal de Goids ha mais de quinze anos,
venho acompanhando o processo de estagio e formagao de novos profes-
sores, atuando como professor supervisor e, em algumas oportunidades,
também como orientador no Instituto de Matematica e Estatistica da UFG.
O estagio em Matematica talvez seja hoje um dos mais elogiados ¢ bem
avaliados da UFG. Os alunos estagiarios, futuros professores de Matema-
tica, participam de todas as etapas do processo de ensino ¢ aprendizagem
do Cepae. Desde a elaboracio do planejamento, antes mesmo do inicio das
aulas, os estagiarios tém contato com a nossa pratica. E nesse ambiente de
colaboragio e coparticipacdo dos estagiarios que ainda hoje verificamos um
fato real na formacdo dos novos professores de Matematica.

Ha que se destacar uma caracteristica no curso de Matematica ofere-
cido pela UFG e, por que nio dizer, dos cursos de Matematica oferecidos
pela maioria das universidades brasileiras: a questdo da dicotomia entre as
areas de didatica e metodologia de ensino (licenciatura), bem como da area
de matematica pura (bacharelado). O fato é que muito se discute ¢ uma
pergunta ainda espera por resposta: “Qual a melhor maneira para se for-
mar o professor de Matematica, o profissional de ensino em matematica?”
O primeiro grupo citado nio nega a importancia do “saber matematica”,
da profunda preparagio que ¢ necessario oferecer aos novos professores,
porém enfatiza a grande necessidade de assegurar uma vasta preparacio
na questdo das diddticas e metodologias. O segundo grupo, em contrapar-
tida, ndo nega a importincia do “saber dar aula”, porém acredita que um
profissional conseguira ser um bom professor de matematica se, acima de
tudo, possuir um amplo, profundo e seguro conhecimento matematico dos
conteudos a serem ministrados. Considero que os dois grupos possuem
suas razoes e justificativas.
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Quando optei pelo estudo na area de otimizagao, portanto, da mate-
matica pura, para obtenc¢do do titulo de mestre, ndo desmereci em nenhum
momento as areas de didatica e metodologia no ensino de matematica nem
delas desacreditei. Porém, compactuo com muitos de meus mestres a visao
da importancia do aprofundamento e do rigor matematico para a prepara-
¢ao do futuro professor de Matematica. Nao obstante, o estudo de sistemas
lineares, matrizes, determinantes requer um vasto e aprofundado rigor ma-
tematico na area de otimiza¢do. Pensando nesse enfoque, conclui minha
dissertacao, e utilizo a cada dia, na colaborac¢io da formagao de professores,
as teorias da otimizagao.

O problema de otimizar uma funcao linear sujeita a restricoes tam-
bém lineares é chamado de Problema de Programacao Linear (PPL). Neste
trabalho apresentamos o PPL no formato padrio, isto é, minimizar uma
funcido linear sujeita a restri¢oes lineares de igualdade bem como a restri-
¢oes de nao negatividade. Varios autores se concentraram no estudo e reso-
lucdo desses problemas nas tltimas décadas, impulsionados principalmente
pelo uso bélico e militar, pois uma gama de problemas de programacio
linear necessitava ser resolvida. Os esforcos de guerra foram o principal
combustivel para o desenvolvimento dessa area de pesquisa. Apds o térmi-
no da Segunda Guerra Mundial, as areas econoémica e industrial, predomi-
nantemente, passaram a demandar a utilizacdo de métodos para a resolucao
dos problemas de programagao linear. Grande foi o nimero de métodos
criados para a resolugdo de tais problemas. O método Simplex, que teve
sua criacdo em meados da década de 1940, portanto em pleno cenario de
guerra, sem nenhuma duvida foi o mais famoso.

Mais tarde provou-se que esse método nao possufa tempo algoritmico
satisfatorio, ou seja, computacionalmente falando, na teoria 0 método deman-
dava tempo exponencial (muito grande, inviavel), apesar de funcionar muito
bem na pratica. Preocupados com esse fato, varios grupos de pesquisa mate-
matica, pesquisa operacional, dentre outros, envidaram esfor¢os no sentido
de encontrar algoritmos que pudessem resolver tais problemas em tempo
polinomial. Nesse contexto, advieram os chamados métodos de pontos in-
teriores. Ao contrario do Simplex, que faz a busca da solugdo pela fronteira
do conjunto viavel, aqueles métodos preveem uma trajetéria pelo interior do
conjunto viavel. Muitos foram os métodos propostos e, dentre eles, podemos
destacar os métodos de penalizagao. Nosso trabalho prevé uma breve apre-
sentac¢ao historica acerca da programagio linear e da otimizagao.
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O objetivo central do nosso trabalho foi o estudo de propriedades da
trajetéria central primal-dual associada a entropia, bem como a divergéncia
de Kullback-Leibler. Uma outra parte importante foi fazer uma aplica¢ao
desta dltima trajetoria ao estudo do método de ponto proximal. Este artigo
¢ baseado em [1], nos artigos de Cominetti e San Martin [2], lusem, Savai-
ter e Cruz Neto [3], lusem e Monteiro [4]. Em minha dissertacio e nesses
artigos, sao adotados métodos de penalidade para a perturbaciao dos pro-
blemas primal e dual. No artigo de Cominetti e San Martin, estes estudam o
comportamento da trajetéria central por meio da perturbagao (penalizacio)
dos problemas primal e dual, com a utilizacdo das funcdes entropia e sua
conjugada, a fun¢io exponencial.

Na primeira parte deste artigo, fazemos um modesto levantamento das
bibliografias sobre o assunto e dos artigos estudados, bem como um relato
histérico dos primeiros estudos acerca de PPLs. O leitor, ja conhecedor dessa
parte historica, podera avancar sem nenhum prejuizo diretamente ao item
seguinte. Neste, passamos entdo ao delineamento de defini¢oes, preposicoes
e teoremas, para chegarmos as demonstragdes e aos resultados esperados.
Dada a limitacio de espaco e para ndo sobrecarregarmos a leitura, alertamos
o leitor que as demonstrages das preposi¢oes e dos teoremas serdo omitidas
e poderao ser acompanhadas, de acordo com o seu interesse, em [1].

Histérico de programacao linear e otimizaciao

A Programacio Linear (PL) é uma das linhas de pesquisa da area
de programac¢io matematica, termo este que representa a maximizacio ou
minimiza¢io de funcbes objetivo lineates sujeitas a restricdes lineares. Uma
fun¢do objetivo é uma funcdo de uma ou mais variaveis que desperte o
interesse de alguém em descobrir o seu ponto de maximo ou de minimo.
A fungdo pode representar muitas coisas, como o custo de algum processo
de produgio, o fluxo viario de alguma rodovia ou avenida etc. A maximi-
za¢ao ou minimiza¢io de uma func¢ao objetivo pode envolver limitagdes de
igualdade e/ou de desigualdade nas vatidveis de decisao, limitacoes que sio
chamadas de restricbes do problema de otimizagao.

Um modelo no qual a fun¢io objetivo e todas as restri¢oes sdo fun-
¢Oes lineares das variaveis de decisao ¢ chamado de Problema de Programa-
¢do Linear (PPL). Se a fungdo objetivo, ou uma das restricSes, for uma fun-
¢d0 ndo linear, esse problema ¢é conhecido como Problema de Programacio
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Nao Linear (PNL). Se o problema inclui restrices inteiras, ele é chamado
de Problema de Programacao Inteira Linear ou Nao Linear. Esses sao al-
guns dos problemas de otimizacio existentes, os quais foram formulados e
desenvolvidos dentro de uma area de pesquisa mais abrangente, chamada
de Pesquisa Operacional (PO) de acordo com Murty e [5].

Otimizacdo é um ramo da ciéncia de grande interesse desde os tem-
pos pré-histoéricos. Planejar, programar e otimizar a obten¢ao e o consumo
de alimentos afetou certamente a manuten¢ao do espécime. Mais detida-
mente, o termo Programacio Linear, quando foi introduzido na década de
1940, era sinonimo de planejamento ou esquema, e a disciplina de “planeja-
mento e programacao”, que primeiramente discutiu esses métodos, nio ti-
nha nenhuma rela¢do com a programacao computacional. Com a realiza¢ao
de pesquisas em varias areas do conhecimento humano e com a magnitude
de dados que deveriam ser trabalhados, verificou-se a importancia compu-
tacional que essa linha de pesquisa viria a desempenbhar.

A pesquisa operacional e a programac¢do matematica sao areas de
pesquisa que tiveram um grande crescimento recentemente, impulsionadas,
principalmente em meados e fim do século passado, por duas correntes:

* Hsforcos de guerra, principalmente pelos Hstados Unidos da

América (USA) e Reino Unido;
* Modelagem matematica de sistemas economicos (USA e URSS).

O termo Pesquisa Operacional surge em 1938, como resultado da
aplicagdo da “pesquisa” em operagdes militares. O problema em questio
era a coordenagdo das informagoes recebidas pelas estacGes de radar que
faziam parte do sistema de defesa aéreo britanico (Royal Air Force Figher
Command), instituido em 1936. Antevendo uma guerra iminente, a RAF,
forca aérea britanica, comeca a realizar testes a partir de 1937. Em 1938,
um grande teste é realizado, e verifica-se que as informagdes recebidas pe-
las diversas estagdes de radar poderiam ser conflitantes. Para resolver esse
problema ¢é formado um grande grupo de pesquisa, com especialistas nas
areas de matematica, fisica e engenharia.

Ja em 1939, as vésperas do inicio da Segunda Guerra Mundial, um
ultimo teste é realizado e constatou-se o grande éxito obtido pelo grupo de
pesquisa operacional. Como resultado do grande sucesso obtido, o grupo
¢ transferido para o quartel general da RAF. Em 1941, esse grupo recebe o
nome de Se¢do de Pesquisa Operacional. Merece destaque especial, entre as
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varias pesquisas realizadas por esse grupo, o trabalho para aumentar o su-
cesso na localizagio e destruicdo de submarinos alemies mediante ataques
aéreos. Em meados de 1941, essa taxa de sucesso era de 2 a 3% e, apds a
adoc¢io das medidas sugeridas pelo grupo de Pesquisa Operacional, a pro-
babilidade de ataque aéreo com sucesso subiu para 45%, resultado este que,
dadas as limitacGes tecnologicas da época, era fantastico.

Na area econdmica, as primeiras tentativas de modelagem matema-
tica remontam ao “Tableau Economique” de Quesnay, segundo Dorfman
em [6], que propunha um modelo linear para as relagdes entre o senhorio,
camponeses e artesios do século XVIIL. Em 1874, na obra [7], L. Walras
propoe um modelo linear com coeficientes tecnologicos fixos. Entretan-
to, os modelos lineares ndo seriam explorados até meados dos anos 1930,
quando um grupo de economistas austro-alemaes tentou generalizar o mo-
delo proposto por Walras. Segundo Dantzig em [8], esse estudo teria in-
fluenciado o matemitico americano Von Neumann, que em [9] de 1937,
publicaria o trabalho “Modelo de Equilibrio Econémico Geral”. O modelo
considerado por Von Neumann, que supunha taxa constante de expan-
sdo econdmica e economia autossuficiente, nao obteve grande repercussao.
Uma das objegoes levantadas pelos economistas de entdo era o fato de o
modelo ser linear.

Posteriormente, outro modelo linear obteve sucesso. Esse novo, mo-
delo baseado em relagdes de entrada e saida e desenvolvido por Leontif em
[10], visava a estabelecer um modelo para a economia americana, baseado
em insumos e relagOes interempresariais. Um dos grandes méritos desse
modelo foi o seu carater quantitativo, propiciado em parte pelo grande de-
senvolvimento estatistico e de coleta de dados obtidos no inicio do século
e com as novas pesquisas implantadas. Devido, principalmente, a quebra da
bolsa de valores americana em 1929, o interesse na modelagem de proble-
mas economicos obtém um grande crescimento.

Em 1941, a For¢ca Aérea Americana reune o grupo de pesquisadores
com o objetivo de aperfeicoar e generalizar o método de Leontif. O objeti-
vo era desenvolver um modelo automatico para o planejamento de treina-
mento e suporte logistico. Esse grupo tinha como consultor o matematico
George Bernard Dantzig, que mais tarde seria o criador do método Simplex
para Programagio Linear. Esse método, cujo desenvolvimento foi iniciado
em 1947 e finalizado em 1948, seria mantido pela comissao Cowles. Os
trabalhos apresentados nessa conferéncia s6 viriam a publico em 1951, em
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uma sele¢ao editada por T. C. Koopmans, que, juntamente com Dantzig,
cunhou em 1948 o termo “Programagiao Linear”.

O método Simplex de Dantzig da inicio a um grande esforc¢o de pes-
quisa e aplicacdo. Nesse esfor¢o hd que se destacar duas correntes (DOR-
FMAN, 1959):

* Planejamento Gerencial (“Carnegie Institute of Technology”);

* Implicagdes na teoria econoémica (T. C. Koopmans).

Essas duas vertentes ddo origem a uma série de resultados teéricos:

* Publica¢oes do método da Projecao por C. B. Tompkins;

* Analise da questdo da estabilidade numérica do Simplex, por J.
Hoffman;

* Publicacio do método de relaxacdo para resolver Problemas de
Programacao Linear, por Motzkin;

e Kuhn e Tucker publicam o trabalho “Programa¢do Nao-Linear”
em [11], 1951.

Na area de aplicagao econdémica temos:

* Publicacio de artigo “Mecanismos de mercado e maximizagio”,
por Samuelson em [12] de 1955, alterando a concep¢io de Leontif;

* Analise da Teoria Econdmica em programagao linear, por Dorf-
man em 1951, em [13].

A proposi¢io da programacio linear deu origem também a novos
modelos de programacdo: a ja citada programac¢ao nio linear (KUHN-
-TUCKER, 1951), a programacio dinamica (BELLMAN, 1950) e a progra-
magcao inteira (GOMORY, 1958; DANTZIG; FULKERSON; JOHNSON,
1954). Esse conjunto de novas técnicas deu origem a disciplina Programa-
¢do Matematica, termo que tem sua origem em um congresso patrocinado
pela Rand Comporation em 1959, culminando com a Teoria da Complexi-
dade em 1974, conforme Minoux em [14].

Método Simplex

O método Simplex proposto por Dantzig foi influenciado por uma
série de trabalhos anteriores. O préprio Dantzig reconheceu que os traba-
lhos matemadticos que mais o teriam influenciado seriam relativos a teoria
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dos jogos, desenvolvidos por Ville em 1938 e por Von Neumann em 1944.
Grosso modo, o problema do Simplex resume-se a encontrar uma solugio
para um sistema de equagées lineares com restrigoes de desigualdade.

Esse problema foi inicialmente abordado por Fourier em [15] em
1826. Naquela oportunidade, Fourier investigava alguns aspectos da teoria
da probabilidade. Essa abordagem o levou ao problema da solu¢do de um
sistema linear com restri¢oes de desigualdade, que poderia ser reduzido a
busca do ponto mais baixo de um conjunto poliedral. A solugao proposta
por Pourier foi a busca sequencial de vértice a vértice, até o encontro do
minimo do conjunto poliedral. Esse principio é a base do método Sim-
plex. Esse mesmo problema foi abordado por outro matematico francés,
La Vallé de Poussion em [16], em 1891, que prop6s um método similar de
resolucdo. Apesar disso, esse problema nao despertou grande interesse dos
demais matematicos daquela época, sendo, portanto, pouco explorado.

W. Karush, em sua tese de mestrado em [17], em 1939, forneceu
as condi¢oes de otimalidade para fun¢des com restri¢des, contribuindo
sobremaneira para a solugdo do problema de programacio linear com o
método Simplex.

Apenas para ilustrar a vasta capacidade matematica de Dantzig, re-
lataremos um fato ocorrido em 1939. Dantzig acabara seu mestrado pela
Universidade de Michigan em 1938 e fora aceito no programa de dou-
torado da Universidade de Berkeley na Califérnia, na area de estatistica,
sob orientacdo do professor Jerzy Neyman. Chegando atrasado para uma
das aulas do professor Neyman, Dantzig observou a existéncia de dois
problemas transcritos no quadro negro. Avaliou tratar-se de uma “ho-
mework”, tarefa para casa, e sem comentar com ninguém, tomou nota.
Apdbs uma semana, Dantzig compareceu ao gabinete do professor Ney-
man e entregou-lhe a resolu¢do dos dois problemas propostos. Somente
naquele momento, diante da surpresa do mestre, ficou sabendo se tratar
aqueles “exercicios” de dois problemas em aberto na area de estatisti-
ca. Mais tarde, aqueles problemas se tornariam o foco central da tese de
doutorado de Dantzig. O leitor interessado podera verificar essa e outras
histérias acerca de Dantzig em [18].

Apbs trés décadas de absoluto dominio, a hegemonia do Simplex
foi posta em questdo por dois novos métodos. Em 1979, L. G. Kanchian,
em [19], prova teoricamente que o método elipséide, proposto por N. S.
Shor, D. B. Youdin e S. Nemirovs, pode exibir melhor desempenho em
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sistemas de grande porte por possuir convergéncia polinomial, a0 passo
que o Simplex é de convergéncia exponencial. Apesar dessa superiorida-
de tedrica, as aplicagdes praticas apontam para um melhor desempenho
do Simplex.

Ja em 1984, Karmarkar em [20] propde o método de pontos inte-
riores, que, por apresentar convergéncia polinomial, mostra-se mais efi-
ciente que o Simplex para problemas de grande porte. Ao contrario do
método elipsoéide, essa superioridade tedrica foi comprovada na pratica.
Esse desempenho tornou o método Karmarkar o alvo de um crescente
interesse por parte dos pesquisadores da atualidade e tem sido aplicado
com grande sucesso.

Atualmente, o planejamento mediante técnicas de programacao
matematica ¢ indispensavel em qualquer setor produtivo. Em grandes or-
ganizagoes, as decisdes sdo bastante complexas, dependentes usualmente
de milhares de varidveis de decisdo, tornando impossivel que decisoes
baseadas somente na intui¢ao humana sejam tomadas de forma a obter
cficiéncia maxima.

Cominetti e San Martin em [2] investigaram a convergéncia das
trajetérias central primal e dual associadas as funcoes penalidades entropia
e exponencial, respectivamente, para problemas de programagio linear.

No artigo de Iusem, Svaiter e Cruz Neto [3], os autores se pre-
ocupam em estudar a convergéncia primal do método do ponto proxi-
mal com a distancia de Bregman. Iusem e Monteiro em [4]| forneceram
uma caracterizagdo do ponto limite da trajetoria central dual associada
a uma grande classe de fun¢oes penalidades, incluindo a divergéncia de
Kullback-Leibler, para problemas de programacao convexa com restri-
¢Oes lineares.

Utilizamos os resultados obtidos, com respeito as trajetorias central
primal e dual, através das perturba¢oes dos problemas (P) e (D) com a fun-
¢bes entropia e exponencial, para demonstrar resultados de convergéncia
para o método do ponto proximal generalizado aplicado a programaciao
linear. Nossa intencao foi simplificar as demonstracdes, incentivando prin-
cipalmente o leitor ainda nao familiarizado com tais nota¢Ges. Os resultados
apresentados no proximo item sdo bastante similares aos apresentados no
seguinte. O leitor ja familiarizado com os resultados com a perturbacao
feita pela fungio entropia podera dispensar, sem prejuizos, o proximo item,
indo diretamente para o seguinte.
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Trajetoria central associada a entropia — convergéncias primal e dual

Nesta secdo apresentamos defini¢Oes, proposi¢des, corolarios e te-
oremas que estabelecem suporte a demonstragdes e provas dos resultados
por nods apresentados. Enfatizamos que as demonstracdes sio aqui omiti-
das, mas que poderio ser facilmente comprovadas pelo leitor em [1].

O problema de programagcao linear

O problema de programacao linear (PPL) primal se escreve:
(P) min {eTx:Ax = b,x = 0},

Ondec € IR" e b € IR” amatriz A é de ordem m x n e a variavel
primal é x € IR".
O problema dual associado a (P) é:

(D) max{’yv:ATyv+s=c,5=0}

onde A" € IR™" denota a matriz transposta de A e (y,8)< IR" x IR"
sdo as vatiaveis duais.

Funcio entropia

Chamamos de S a medida de entropia de Shannon, “pai” da teoria da
informacio, sua expressdo formal para distribui¢oes discretas de probabili-
dade. Sua expressao é dada por:

n

Sp)=- Z p;logp;

i=l

Note que § é uma fungio estritamente concava. Isto é importante,
pois garante que S tenha um tnico méximo global, mesmo quando sujeita
a restrigoes lineares.

Utilizamos a oposta da fun¢io entropia, ou seja, utilizamos a equagao
acima sem o sinal de menos, portanto, uma fun¢io estritamente convexa
que possui um unico minimo global, o que foi imprescindivel para virias
demonstragoes em nosso trabalho.
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Os problemas (P) e (D) perturbados

Utilizamos a funcao entropia (Segunda lei da termodinamica) para
perturbar o problema primal (P) e sua conjugada para perturbar o proble-
ma dual (D). Os problemas (P) e (D) perturbados com a fun¢io entropia e
exponencial, respectivamente, sao:

n
[Pﬂ) minimizar ¢ x + p Z x; logx,
i=

sujeito a Ax=b
x=0

&

n
i
L1
[D#} maximar BTy — Z EES
i=1
sujeito a ATy +s=c¢

Lembramos que por hipétese consideraremos que F'(P) # O e tam-
bém que F'(D) # O. Note que o problema D, ndo possui a restricao de que
s = 0. Ou seja, ndo existe a barreira para s e talvez resida af a dificuldade em
se resolver o problema.

Trajetoria central primal-dual associada a entropia

Seja ¢ - IR" — IR definida por:

n

plx) = Z:c:- logx,

com a convengao de que #log #= 0 para # = (.

A funcdo @é estritamente convexa em IR”, e esse fato sera impor-
tante no decorrer de algumas demonstracdes. B facil a verificacio de que
¢ continua.
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Para simplificar as notagGes, definamos também a funcao ¢u : IRn+
— IR, tal que

@, (x) = cTx + pop(x)

Note que @ ¢ estritamente convexa em IRn++ para u > 0 e possui
um unico ponto de minimo em IRn+.

Preposicao

Para cada u > 0, o seguinte sistema:

Ax =b, x=0
ATy +s=c¢, sEIR"

s+ uVe(x)=0, u=0

tem solucdo unica, digamos (x(u), y(u), s(u)). Verifique prova em

[1], p. 56.
A trajetéria central primal é o conjunto de pontos {x(uw) : u > 0},

onde

n
S
x(u) = argmin[cr—H.LZe B Ax = bx = O}

=1

ou seja, para cada p > 0, o ponto x(w) € a unica solucdo do problema
P(w). De modo andlogo, definimos a trajetéria central dual como sendo o
conjunto de pontos {(y(w), s(w): p > 0}, onde

n
s(u) = argmax [bry _'HZ e %™ ATy + 5= c}
=1

ou seja, para cada u > 0, o ponto (y(u), s(w) € a unica solucao do

problema (Du) para algum y(u) € IR”.
Portanto, definimos #rajetdria central primal - dunal, associada a entropia,
como sendo o conjunto de pontos

{xW), yW), s@W): 1> 0}.
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Convergéncia da trajetéria central primal associada a entropia

Teorema

Seja X° € IR", o centro analitico de F*(P), isto ¢, o tnico ponto
que satisfaz

n

x© = argmin {Z x;logx;: € F*(P)

p—
[

Entao limx(pu) = x°
w0

Ver prova em [1], p. 61.

Preposigao

Seja {x(w) : p > 0} a trajetoria central primal. Se p > 0 e x € F(P),
entdo s(w= -p log x (1) - pe € a tnica solucio de

i=1

n
min {.\TTS +u) expSilh-l.5¢ c—i—FmAT} )

Ver prova em [1], p. 65.

Apresentaremos agora um teorema central para a demonstragdo dos
resultados esperados. A convergéncia da trajetoria para o centréide quan-
do p tende a zero ratifica o bom funcionamento desse método de pontos

interiores.

Teorema

A trajetéria dual {s(u) : p > 0} converge ao centrdide s© do conjunto
solugdo dual F*(D), quando p tende a zero.

Ver prova em [1], p. 65.
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Trajetéria central associada a divergéncia de Kullback-Leibler
e o método do ponto proximal

A divergéncia de Kullback-Leibler

A divergéncia de Kullback-Leibler, ou entropia relativa, mede a dife-
renca entre duas distribui¢ées de probabilidade. Considerando p(x) e q(x)
duas distribui¢oes de probabilidade discretas e distintas, a entropia relativa
entre ambas por:

Di(p/ /) = (p//q) = Zp(xjgog (%)

Dessa medida, ¢ importante destacar duas propriedades:
(i) ela é sempre positiva ou nula, isto é, K(p\\q) > 0;
(ii) ela é nula, K(p\\q) = 0, se e s6 se p(x), para todo x.

O teorema da codificagao de fonte, também conhecido por Primeiro
Teorema de Shannon, indica que o comprimento médio do cédigo (L) uti-
lizado para codificar os simbolos produzidos pela fonte de entropia H (A) é
maior ou igual a entropia da fonte:

L >H(A).

Nos casos em que o comprimento médio coincide com a
entropia da fonte, o c6digo ¢ chamado de ideal. A distribui¢ao de proba-
bilidades de fonte é dada por p(A), e o cddigo ¢é estabelecido assumindo
a distribuicdo de probabilidade q(A). Nessa situacdo em que o compri-
mento médio do cédigo obtido ¢é penalizado em func¢io da divergéncia
(afastamento) entre essas duas distribuicdes de probabilidade iremos
obter um valor para

L=H(A)+K(p\\q).

A entropia relativa K(p\\q) mede a ineficiéncia de se assumir que a
distribui¢io de probabilidade ¢ q, quando na verdade ¢é p.
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Os problemas (P) e (D) perturbados com a divergéncia
de Kullback-Leibler

Vamos utilizar a divergéncia de Kullback-Leibler para perturbar os
problemas primal (P) e dual (D). Primeiro vamos introduzir algumas nota-
¢oes: Seja i : IR”, — IR definida por ¢(x) = Xi= %;109%; com a conven-
¢io de que t log t=0, para t=0, x > 0.

A distancia de Bregman K(p :IR" X IR", — IR, associada a fun-
¢ao @, ¢ definida por

K,(xy) = ¢ () —e(Ve () (x— )

Assim, da igualdade acima podemos dizer que a func¢ao ¢ nos oferece
a distancia de Bregman ou divergéncia de Kullback-Leibler,

N xi

K, (x,y)= ( E (x;log—+ ¥, —xi-)
— »t
=t

Por hipétese, iremos considerar que
F'®) # 0
Fixe x ¢ F'(P). seja K IR", — IR ¢ definida como:
K (0)=0, K,(x)= K, (x7)
Note que a fun¢io K ¢ estritamente convexa e esse fato sera impos-
tante no decorrer de algumas demonstragdes. E ficil ver que K¢ continua

com a convengao de que t log t=0, para t=0. Para simplificar as nota¢oes,
definimos também a fungdo K : IR"  — IR, tal que

Kp. (x)=cl x+ pE (2]

Note que Kp é também estritamente convexa para pu > 0, e possui
um unico ponto de minimo.
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O problema primal (P) perturbado com a divergéncia de Kullback-
-Leibler é:

n

: T -5/

(D,)  maximar b’y — p E x@FH
i=1

sujeito a Ax=b

O problema dual (D) perturbado com a conjugada de Kullback-Lei-
bler é:

n

v B —
[DH) maximizar by — p E x g FiH

=]
=

sujeito n ATy +s=¢

Por hipétese, também iremos considerar
D) # O

Denote por F (P) o conjunto viavel primal de (P) e por F(D,) o
conjunto viavel dual de (D).

Preposicao

Para cada p > 0 seguinte sistema

Ax=b, x>0,
Aly+s=c s elR”,
st I(Q(X):O, n>0

Tem solugio unica, digamos (x(w), y(w), s(w)).

Ver prova em [1], p. 73.

A trajetéria central KL primal é o conjunto de pontos {x(u) : u >
0}, onde

x() = argmin {c"x+ K, ():Ax =b,x > 0}
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ou seja, para cada p > 0, o ponto x(u) é a unica solu¢ao do problema
(PH). De modo analogo, definimos a trajetoria central KL dual como sendo
o conjunto de pontos {(y(w), s(w)) : u > 0}, onde

s(u) — argamax {br}r —u ngesi-"#: ATy +5= c}
i=1

ou seja, para cada u > 0, o ponto (y(u), s(uw) € a unica soluciao do
problema (D ), para algum y (u) E IR".
Portanto, definimos a trajetoria central primal — dual associada a
divergéncia de Kullback -Leibler como sendo o conjunto de pontos.

LG, Y4, () = 1> 0
A trajetéria central é uma curva diferencidvel

Vamos agora apresentar o resultado que mostra que a Trajetoria
Central KI. Primal- Dual é uma curva diferenciavel.

Teorema

As equacOes acima definem uma curva diferenciavel no conjunto
IR"  x IR”x IR",, ou seja, a Trajet6ria Central KI. ¢ uma curva diferen-
ciavel.

Seja

IR, x IRM x IR"x IR — IR™ x IR™ x IR"

X u s, = (Ax-bAly+s—c¢s+p K (x).

Note que a matriz jacobiana de W com relagio a (x, y, s) ¢ dada por:

A 0 0 A 0 0
Yy Pl v s,p) = 0 AT 1) = ( 0 AT 1)
VK, (¥ 0 1 avie(x) 0 1
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Note que o sistema acima é equivalente ao seguinte sistema
Px,ysw) = (0 ,0,0), pu>0 x>0,s € IR”

Seja {(x(W), y(w), s(w) : > 0} a trajetéria primal-dual. A curva dife-
renciavel definida por

n:{0,+w)—=IR
n (W= xW, yw, sWw),

tem como trajetoria central primal-dual, e como ¢ usual também serd
chamada de trajetéria central primal-dual.

Teorema

Seja x° € IR
satisfazendo

o centro analitico de F* (P), isto ¢, o tnico ponto

++

T

xf = argmin{z (xi lt:-gE +x; —xz-):x F*(P)
x.

Ver prova em [1], p. 77.
Preposigao
Seja {x(u) : p > 0} a trajetdria central KL primal. Sepu > 0 e x E {x

E IR": Ax = b, x > 0}, entdo s(u) = - u K x@) = - plogx () + plogx
¢ a unica solucio de

n
_E
min[sz—l- ulee B:sec+IImaT
i=l

Ver prova em [1], p. 81.
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Teorema

Sejam {x(w) : p > 0} e { s(w) : u > 0} as trajetorias central primal
e dual associadas a Kq, respectivamente. Suponhamos dada uma sequéncia
1Y, } C IR, satisfazendo (5-36) e a sequéncia {u, } definida como:

+42
-1

K
U, = z lj-_l yspara k= 0,12 ..
i=o

Entio x*'+x (u) e s*=s (u) parak = 0,1,2.., onde {x'} e {s*} sao
as sequéncias de ponto proximal primal e dual ponderada associadas a {u },
respectivamente. Consequentemente,

kl_iﬂ,: (x¥,27%) = (x°,5)

onde x° é o centro analitico da face 6tima e s¢ é o centréide do con-
junto 6timo dual.
Ver prova em [1], p. 85.

Conclusao

Estudamos a convergéncia das trajetorias central primal e dual asso-
ciadas as fun¢des entropia exponencial, respectivamente, para os problemas
de programacio linear. Os autores Cominetti e San Martin em [2] obtive-
ram uma caracteriza¢do dos seus pontos limites. Partimos das hipoteses
de que F'(P) # @ e F'(D) # O e isso foi essencial para o desenvolvimento
das provas. Estabelecemos as propriedades e a convergéncia da trajetoria
central primal associada a uma funcio, satisfazendo algumas hipoteses es-
pecificas. Uma vez que essa funcao ¢ continua na fronteira, pudemos provar
que a trajetoria central primal converge ao centro analitico do conjunto
solu¢io do problema (P). Em um contexto mais amplo, lusem, Monteiro et
al. em [14] caracterizam o ponto limite da trajetoria central dual associada
a uma grande classe de fun¢oes de penalidade, dentre elas a fun¢ao penali-
dade exponencial, para problemas de programagao convexa com restricoes
lineares, ou seja, para os (PPL). Vale ressaltar que se a trajet6ria central dual
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associada ao problema (P) ¢é limitada e o sistema que determina a trajetoria
central primal-dual é de classe C', pudemos provar a convergéncia da traje-
toria central primal-dual.

Como aplicagao do estudo de trajetérias central prima e dual, mos-
tramos a convergéncia das sequéncias proximal primal e dual ponderada
associadas a distancia Kullback-Leibler para os (PPL). Isto é exatamente o
obtido por Iusem et al. [3] e lusem e Monteiro [4], respectivamente, em pro-
gramacao linear. Embora tenhamos provado que a sequéncia proximal dual
¢ um problema em aberto, esse pode ser um desafio a ser enfrentado. Além
disso, apresentamos a convergéncia generalizada. Para futuras pesquisas,
apontamos entdo a prova da convergéncia e caracterizagao do ponto limite
de trajetoria central para uma classe de fungdes mais gerais, na dificil tarefa
de mostrar a convergéncia da sequéncia proximal dual plena, e nao apenas
ponderada, bem como estudar os (PPL) para fung¢oes objetivas convexas e
quaisquer. Reafirmamos a importancia de uma segura e vasta formacao dos
novos profissionais do ensino em matematica. Sem desmerecer as areas da
didatica e da metodologia de ensino, acreditamos que o novo professor de
Matematica s6 tera seguranca e desenvoltura em sua profissdo se possuir
uma solida preparagio, de forma aprofundada, nos mais variados conteu-
dos matematicos. Esperamos estar, assim, colaborando para a formacio e o
rigor matematico dos futuros colegas professores.
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