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Nonlinear dynamic analysis of reticulated structures through the co-rotational
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RESUMO: Os efeitos de segunda ordem em estruturas com alto indice de esbeltez
podem desempenhar um papel importante no que concerne ao comportamento
mecanico de tais estruturas, visto que implicam no aumento do risco de instabilidade.
Adicionalmente, a analise estatica linear pode nao descrever o comportamento real de
uma estrutura submetida a diversas solicitacdes externas, especialmente no caso de
situagBes atipicas, como sismos e rajadas fortes de vento. Nesse contexto, uma
formulagdo corrotacional do Método dos Elementos Finitos é implementada
computacionalmente com o programa livre Scilab para a andlise ndo linear dinamica de
vigas e porticos. Os modelos de viga de Euler-Bernoulli e de Timoshenko sdo utilizados
para avaliar a matriz de rigidez e o vetor de forga interna do sistema estrutural. O
pseudocédigo do procedimento incremental e iterativo baseado nos métodos de
Newton-Raphson e de Newmark é apresentado, o qual é utilizado para obter a solugdo
aproximada da equacdo diferencial do movimento. Para verificar a eficacia da
formulagdo implementada, andlises dinamicas transientes de estruturas com ndo
linearidade geométrica encontradas na literatura sdo efetuadas. Além disso, sdo
apresentadas as trés primeiras frequéncias naturais das estruturas. Os resultados
numeéricos evidenciam a importancia da escolha adequada da matriz de massa e da
consideragdo do efeito de cisalhamento na rigidez do sistema estrutural, contribuindo
no desenvolvimento de modelos computacionais para analise e projeto de estruturas.

ABSTRACT: Second-order effects on structures with a high slenderness index may play
an important role regarding the mechanical behavior of such structures, since they imply
an increase in the risk of instability. Additionally, linear static analysis may not describe
the real behavior of a structure subjected to various external loads, especially in the case
of atypical situations, such as earthquakes and strong wind gusts. In this context, a co-
rotational formulation of the Finite Element Method is computationally implemented
with the free program Scilab for dynamic nonlinear analysis of beams and frames. The
Euler-Bernoulli and Timoshenko beam models are used to evaluate the stiffness matrix
and the internal force vector of the structural system. The pseudocode of the incremental
and iterative procedure based on the Newton-Raphson and Newmark methods is
presented, which is used to obtain the approximate solution of the differential equation
of motion. To verify the effectiveness of the implemented formulation, transient dynamic
analyzes of structures with geometric nonlinearity found in the literature are performed.
Furthermore, the first three natural frequencies of the structures are presented.
Numerical results show the importance of choosing the appropriate mass matrix and
considering the shear effect on the stiffness of the structural system, contributing to the
development of computational models for the analysis and design of structures.
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1. INTRODUGAO

Atualmente, em funcdo do avanco cientifico e tecnoldgico, a realizacdo de andlises dindmicas ndo
lineares torna-se cada vez mais premente, haja vista a necessidade de simular o comportamento de
estruturas de forma mais realista, tais como pontes rodovidrias e ferrovidrias sujeitas a grandes
deslocamentos, edificios altos submetidos a acdo do vento e estruturas em geral sujeitas a vibracoes
induzidas por abalos sismicos (RODRIGUES e VENTURINI, 2005). Estruturas de ago sdo frequentemente
projetadas para edificios industriais e comerciais, porque apresentam alta relacdo resisténcia/peso e
excelente ductilidade. No caso de estruturas leves e esbeltas, a influéncia de carregamentos dinamicos e os
efeitos de segunda ordem sdao mais pronunciados e, por isso, ndo podem ser desprezados durante a andlise.

As analises estatica e dinamica tém como objetivo estudar os efeitos causados na estrutura devido
a acao de uma carga solicitante. No entanto, um problema dindmico possui natureza tempo-dependente e,
assim, forgas inerciais e eventuais variacdes temporais de carga devem ser necessariamente consideradas.
Para obter as caracteristicas dindmicas de uma estrutura, podem ser empregadas as analises modal e
transiente. A andlise modal consiste em determinar as frequéncias naturais e os modos de vibracdo da
estrutura. Com relacdo a analise transiente, a resposta de uma estrutura submetida a acdo de um
carregamento variavel qualquer ao longo do tempo é avaliada (CLOUGH; PENZIEN, 1995; RAJASEKARAN,
2009).

A investigacdo dinamica de sistemas estruturais € um problema importante na engenharia
estrutural (MOUSSEMI; NEZAMOLMOLKI e AFTABI SANI, 2017). A instabilidade dindmica pode ocorrer
guando uma estrutura é submetida a cargas periddicas ou quase periddicas devido a oscilacdo paramétrica.
A proposicdo de novas técnicas, métodos e abordagens para resolver problemas de vibracdo livre e/ou
flambagem de pdrticos sempre foi uma intensa atividade da comunidade cientifica. Particularmente, pérticos
planos sdo componentes conceituais Uteis para abordar estudos preliminares acerca da dinamica e da
flambagem de estruturas mais complexas (MARTIN et al., 2022; XU; WANG; LI, 2022).

As formulagGes ndo lineares no dominio do tempo vém ganhando cada vez mais espago na
literatura especializada no que diz respeito a analise dindmica de estruturas. Esse tipo de andlise permite
prever o comportamento de estruturas em situa¢des além do limite eldstico, incluindo a perda de resisténcia
e derigidez relacionada ao comportamento ineldstico dos materiais e a ocorréncia de grandes deslocamentos
e rotacGes (CODA e PACCOLA, 2014).

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é amplamente utilizado como um método de solugdo para
andlise de diversos problemas de engenharia descritos por equagdes diferenciais parciais (EDPs) (REDDY,
2014). Apds as EDPs governantes originais serem espacialmente discretizadas pelo emprego de um método
numérico apropriado, como o MEF, as equacgdes diferenciais ordinarias (EDOs) no tempo sdo obtidas. Essas
EDOs no tempo sdao chamadas de equag¢des semidiscretas, e métodos passo a passo de integracdo direta no
tempo sdo usados para obter solu¢des numéricas para elas (KIM, 2020). O algoritmo de integracdo direta no
tempo é usado para analises transientes de problemas dindmicos ndo lineares, o qual pode ser explicito ou
implicito. O esquema explicito é apropriado para problemas de ondas, enquanto que o implicito para
problemas de inércia (LIU; LI; ZHAOQ, 2013). No campo da mecanica dos solidos e das estruturas, os esquemas
implicitos, como os métodos classicos de Newmark, Wilson-0 e a-HHT, sdo largamente utilizados (ARRUDA
e CASTRO, 2012).

Recentes avancos da engenharia estrutural incorporando novos materiais, juntamente com o
aperfeicoamento da modelagem matematica, ferramentas de computacdo numérica mais precisas e
modelos que permitem simulacdao mais realista levaram a solu¢des mais eficientes e projeto de elementos
estruturais com maior esbelteza. Isso é particularmente verdadeiro em estruturas em que os efeitos do peso
proprio devem ser minimizados, como em construcdes de engenharia civil com grandes vaos. No entanto, o
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aumento da esbelteza desses elementos tornou-os mais susceptiveis a vibracdo e aos problemas de
flambagem. Além disso, isso aumenta a influéncia de nao linearidades, sobretudo a ndo linearidade
geométrica, em seus comportamentos estatico e dindmico (GALVAO et al., 2010).

Nas ultimas décadas, as andlises dinamicas geometricamente nao lineares de vigas e pdrticos com
grandes deslocamentos, utilizando a formulagdo corrotacional do MEF, chamaram a aten¢do de muitos
pesquisadores (LE; BATTINI; HJIAJ, 2011; CHHANG et al., 2017; ELKARANSHAWY; ELERIAN; HUSSIEN, 2018;
DENG; ZHANG, 2020; DENG et al., 2022). A formulagdo corrotacional é uma abordagem atraente para derivar
elementos finitos de viga-pilar ndo lineares (URTHALER, Y.; REDDY, 2005; LE; BATTINI; HJIAJ, 2011). A ideia
principal dessa formulagao pode ser resumida da seguinte forma: o movimento do elemento é decomposto
em corpo rigido e deformacional puro. Um sistema de coordenadas locais, que translada e rotaciona com o
movimento geral do corpo rigido do elemento, é definido. A parte deformacional é medida nesse sistema
local (VIANA et al., 2020).

Parte dos pesquisadores negligenciou o efeito de cisalhamento na analise geometricamente nao
linear dos elementos de viga-pilar e, entdo, eles avaliaram as matrizes de rigidez e de massa usando o modelo
de viga de Euler-Bernoulli (ELKARANSHAWY; ELERIAN; HUSSIEN, 2018). Para modelar o efeito de
cisalhamento, o modelo de viga de Timoshenko foi usado nos trabalhos de BATTINI (2002), KIEN (2012) e
BEHESHTI (2016) para a avaliacdo da matriz de rigidez. Enquanto a teoria de viga de Euler-Bernoulli é
completamente suficiente para aplicacdes em vigas esbeltas, a teoria de viga de Timoshenko leva em
consideracao a deformacdo por cisalhamento, tornando-a adequada para descrever o comportamento de
vigas curtas, vigas mistas ou vigas sujeitas a excitacdo de alta frequéncia (CHHANG; BATTINI; HJIAJ, 2017).

Em formulagdes dinamicas corrotacionais, matrizes de massa constantes sdo frequentemente
utilizadas para expressar os termos dinamicos. Ha duas matrizes usualmente encontradas na literatura, que
sdo a matriz de massa condensada (XUE; MEEK, 2001) e a matriz de massa de Timoshenko (IURA; ATLURI,
1995). As matrizes de massa condensada sdo matrizes diagonais que ocupam menos espago de
armazenamento e requerem menos esforco computacional. Se a matriz é definida positiva e diagonal, entdo
a utilizacdo da mesma aumenta o efeito de estabilidade sobre os passos de tempo na obtencdo da solucdo
(XUE; MEEK, 2001).

2. OBJETIVO

Este artigo tem o objetivo de apresentar um modelo numérico-computacional baseado na
formulagdo corrotacional do MEF no que tange a andlise dindmica transiente aplicada em vigas e poérticos
com comportamento ndo linear geométrico. As respostas dindmicas dos sistemas estruturais, sujeitos a
condi¢Oes iniciais de deslocamentos, velocidades e aceleragdes, bem como a ac¢dao de carregamentos
dependentes do tempo, sdo obtidas ao longo de um intervalo de tempo definido. Em adigao, as trés primeiras
frequéncias naturais sdo determinadas desses sistemas, as quais se caracterizam como a intensidade com
gue cada estrutura vibra quando ndo esta sujeita a acdo de forgas externas.

Os materiais sdo considerados isotrdpicos e elasticos, e a se¢do transversal do elemento de viga-
pilar é uniforme. As matrizes de rigidez e os vetores de forca interna dos sistemas estruturais sdo
determinados usando as teorias de viga de Euler-Bernoulli e de Timoshenko. Duas aproximacdes sao
utilizadas para a matriz de massa — condensada e de Timoshenko, as quais permanecem constantes durante
a etapa de correc¢do da solucao inicial.

Ao discretizar a estrutura por meio do MEF, a resposta transiente é alcangada com a resolucdo de
um sistema de equacgdes diferenciais ordindrias de segunda ordem. A solugdo aproximada desse sistema é
obtida por intermédio do método incremental e iterativo de Newton-Raphson padrdo e do método implicito
de integracdo de Newmark. A efetividade e a acuracia do algoritmo sdo demonstradas a partir de trés
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problemas dinamicos encontrados na literatura. Para esse propdsito, um codigo computacional é
desenvolvido com o programa livre Scilab, versao 2023.1.0 (SCILAB, 2023).

3. METODOLOGIA

As estruturas sao discretizadas por meio do elemento finito corrotacional de viga-pilar 2D,
considerando as teorias de viga de Euler-Bernoulli (CRISFIELD, 1991; YAW, 2009) e de Timoshenko (BATTINI,
2002). Com relagdo aquela teoria, o efeito de cisalhamento é desprezado, enquanto que nesta teoria esse
efeito é considerado. Comumente, de acordo com sua espessura, vigas e porticos podem ser classificados
em duas categorias: fina e espessa. Em vigas e porticos finos, a relagdo comprimento/espessura é grande.
Consequentemente, o efeito de cisalhamento é pequeno nesse caso. Inversamente, a analise do efeito de
cisalhamento é muito significativa em vigas e pdrticos espessos, que possuem pequena relacdo
comprimento/espessura (ELKARANSHAWY; ELERIAN e HUSSIEN, 2018).

A resposta do sistema dindmico é obtida mediante a integracdo no tempo de um sistema de
equacoes diferenciais ndo lineares de segunda ordem. O método implicito de integracdo de Newmark
(NEWMARK, 1959) aplicado ao problema ndo linear requer a solugdo desse sistema em cada passo de tempo.
Nesse caso, a solucdo aproximada do problema é alcancada por meio de sucessivas solucdes de sistemas de
equacoes algébricas, em cada instante de tempo, usando o algoritmo incremental e iterativo de Newton-
Raphson padrao.

3.1 FORMULAGAO DO ELEMENTO FINITO CORROTACIONAL DE VIGA-PILAR 2D

O elemento finito de viga-pilar tem dois nés e trés graus de liberdade por né. Considerando a teoria
de viga de Euler-Bernoulli, assume-se que ndo ha deformagdo de cisalhamento na viga e, entdo, a secao
transversal permanece plana e normal ao eixo da mesma. Seja o elemento em suas configuracGes inicial e
atual, conforme o desenho esquematico na Figura 1. Na configuragao inicial, as coordenadas dos nés “1” e
“2"” do elemento no sistema global sdo (X1, Y1) e (X2, Y2), respectivamente.

Inicial X

.
>

FIGURA 1: ConfiguragGes inicial e atual do elemento de viga-pilar. Fonte:
FONTE: Adaptada de Yaw (2009).

O comprimento inicial (indeformado) Lo da viga é dado pela Equacdo 1 (YAW, 2009):

LO = \/(XZ - Xl)z + (YZ - Yl)z. Eq [1]
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Para o elemento de viga na sua configuracdo atual, as coordenadas nodais globais sdo (X1 + U, Y1
+Vi) paraond “1” e (X2 + Uz, Y2+ V2) para o nd “2”, em que Ui é o deslocamento do né i na diregdo X e v; é
o deslocamento do né i na direcdo Y, sendo i =1, 2. O comprimento deformado L do elemento é dado por
meio da Equacdo 2 (YAW, 2009):

L= \/(Xz + U, — X1 - u1)2 + (YZ + Vy — Y1 - Vl)z. Eq [2]

O vetor de deslocamentos globais p do elemento finito m é dado pela Equagdo 3:

Eq. [3
Pm=[w Vvi 6 u v eZ]T- @Bl

O deslocamento axial local (u)) do elemento é calculado pela Equagdo 4:

Eq. [4
u = L— L. a- 14]

Assume-se que a deformac3o especifica € é constante e é determinada por € = Uj/Lo. A for¢a axial
N da barra é, entdo, avaliada conforme a Equacdo 5:

__EAU Eq. [5]
=T

Na qual A é a drea da segdo transversal e E é o mddulo de elasticidade longitudinal. Usando a analise
estrutural padrio, os momentos locais nas extremidades do elemento de viga-pilar (M; e M,) sdo
relacionados com as rotagdes nodais locais (611 e 021) da seguinte forma (Equagdo 6) (CRISFIELD, 1991; YAW,
2009):

M 2El2 1110
=T 36l Eq. [6]
Mz LO 1 2 e21

Em que | é o momento de inércia da segdo transversal. As rota¢des nodais locais (01 e 621) sdo computadas
por, respectivamente pelas Equagdes 7 e 8:

cosf sinf3; — sinf} cos

04 = arctan( b sinf, - b - Bl), Eq. [7]
cosf cosf; + sinf sinf34
cosf sinf3, — sinf cos

0, = arctan( b sinf, - b - Bz)’ Eq. [8]
cosf cosf, + sinf sinf,

Sendo PB1 = 01 + Po e B2 = 02 + Po. Os angulos 61 e B2 sdo as rotagdes nodais globais calculadas a partir do
sistema de equagOes globais. As expressdes para o angulo inicial Bo e o para o angulo corrente [3 da barra
sao, respectivamente pelas Equacdes 9 e 10:

_ arct (YZ‘Yl) Eq. [9]
Bo = arctan X, —X,) q.
Yo+v, =Y, —vVv
B=arctan( z z = 1). Eqg. [10]
Xo+u, —X;—uy
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A matriz de rigidez tangente elementar K é determinada em func¢do da parcela da matriz de rigidez
dependente do material Km e da matriz de rigidez geométrica ou das tensdes iniciais Kg, dada pela Equagdo
11 (CRISFIELD, 1991; YAW, 2009):

Ke1 = Km + K, Eq. [11]
Na qual
Ky = BTDB, Eq. [12]
N M; + M
K¢ = EzzT + 1Tz(rzT +zrT). Eq. [13]

A matriz D na Equagdo (12) é a matriz constitutiva dada por meio da Equacgdo 14:

o, A
=T

1 0 0
0 4r2 2r?|, Eq. [14]
0 2r%® 4r?

Em quer = ,/I/A é o raio de giracdo, os vetores Z e r sdo, Equacdes 15 e 16 respectivamente:

z=[s —c 0 —s c¢ 0]T, Eq. [15]
r=[-c -s 0 ¢ s 0], Eq. [16]
e a matriz B é:
—C —S 0 C S 0
B=|-s/L ¢/L 1 s/L —c/L 0, Eq. [17]

-s/L ¢/L 0 s/L —c/L 1

As expressOes para calcular os valores do seno e do cosseno do dngulo 3, denotados por S e C nas
Equacdes (15), (16) e (17), sdo dadas por meio das Equagdes 18 e 19 respectivamente:

Yo+vy =Y — vy

s =sen(B) = 3 \ Eq. [18]
Xy +u; —X; —u
¢ = cos(B) = =—2 3 r 1 Eq. [19]
O vetor de forgas internas elementar F¢ é determinado pela Equagao 20:
Fg =BT[N M; M,]". Eq. [20]

O elemento de viga-pilar baseado na teoria Timoshenko cldssico com dois nds é definido com
interpolagdes lineares para os deslocamentos U e V e para a rota¢do 0 no sistema de coordenadas locais, os
guais sdo dados por meio das Equagdes 21 a 23 (BATTINI, 2002):

_ X
w= g, Eq. [21]
v=0, Eq. [22]
X X Eq. [23]
e=(1——)e +—0,,. q

A curvatura k, a deformagdo de cisalhamento ou distor¢do ¢ e a deformacdo especifica & sdo
definidas por, respectivamente (Equacgdes 24 a 26):
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o A Azl Eq. [24
K aX LO LO LO q [ ]
_av = (1 X)G X 0 Eq. [25]

du u (0 —06q

- _ = [—— V. Eq. [26
T 9T ( Lo )y a. [26]

Para o calculo da matriz de rigidez dependente do material Ky na Equagdo (12), utiliza-se a seguinte
matriz constitutiva D (Equacédo 27):

| [4EA 0 0
D= — 0  4El+uGALy® —4EI+ pGALy?| Eq. [27]
[ 0 —4EI+ pGALy®>  4EI + uGALgy?

Em que G é o mdédulo transversal de cisalhamento e p é o coeficiente de correcdo de cisalhamento. Para o
calculo da matriz de rigidez geométrica Kg sao utilizados os momentos locais nas extremidades do elemento
(M; e M,) determinados pela express3o:

El 1
o (64— 62) + 7 UGAL( (841 + 63)
0 Eq. [28]

1\711] B
M,| |EI 1 '
I (021 — 611 + 7 HGALo (6 + 921)J
0
O vetor de forgas internas elementar F¢ é obtido de acordo com a Equacdo (20), sendo os valores
dos momentos M; e M, obtidos pela Equagdo (28) e a forga normal N pela Equacio (5).

3.2 PROCEDIMENTO PARA ANALISE DINAMICA NAO LINEAR

A equacao diferencial ordinaria de segunda ordem que governa a resposta dinamica nao linear de
um sistema estrutural em termos dos deslocamentos nodais U é dada pela Equacdo 29 (ARRUDA;
MOLDOVAN, 2015):

Fine(u(t)) + Mii(t) + Cu(t) — Fexe(t) = 0, Eq. [29]

Sendo t o tempo, C a matriz de amortecimento, M a matriz de massa, U1 o vetor de velocidade, ii o vetor de
aceleracdo, Fint 0 vetor de forgas internas nodais do sistema estrutural e Fext 0 vetor de cargas externas
dindmicas. O vetor Fin: é obtido a partir do vetor de forgas internas de cada elemento finito (Fe), o qual é
determinado conforme a Equacgdo (20), por meio do método de rigidez direta. Nesse procedimento, o vetor
Fint € calculado pela adi¢do direta de cada vetor elementar Fe, OU seja, Fipe = i Fe1;, em que a soma inclui
todos os elementos (BATHE, 2006).

A solugdo aproximada do sistema dado em Equacdo (29), cujas incognitas sdo u(t), u(t) e i(t), é
obtida por um esquema de integragao numérica. As condigdes iniciais do problema sao:

ut=0)= “ueunlt=0) = % Eq. [30]
O vetor aceleracdo no tempo t = 0 é obtido diretamente pela expressao:

% = M| %Foy; — Fine( °u) — C . Eq. [31]
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Utiliza-se o método implicito de integracdo de Newmark (1959) devido a sua simplicidade (NGUYEN;
KIM, 2013), o qual consiste em expressar os vetores de deslocamentos e de velocidade em aproximacgdes por
diferencas finitas no dominio do tempo. Para o instante de tempo atual (t + At), as expressdes de Newmark
para o deslocamento u e a velocidade u sdo dadas por, respectivamente (FERNANDES; VASCONCELLOS e
GRECO, 2018):

1
By =ty At t 4 A2 [(E - B) i B A, Eq. [32]

ity = At (1 —y) N+ Aty A, Eq. [33]

Em que P e y sdo constantes referentes ao método de Newmark e At é o intervalo de tempo. Utilizando as
Equacdes (32) e (33) na equacgdo dinamica de equilibrio dada pela Equagdo (29), chega-se a equagdo na
iteracdo (k + 1) e passo de tempo (t + At) (CODA e PACCOLA, 2014):

t+AtC t+AtrS

. K t+AtM 1
t+Atg( +1) _ Fip (t+At ( )) + t+at, (0 _ tratyy thitg 4

u u
B At?
n BYAt tHate At () _ y At B it trat

Eq. [34]

ext = 0,

Na qual os vetores (s e I's representam as contribui¢des dinamicas no tempo corrente e sdao dados por meio
das Equacodes 35 e 36 respectivamente (GRECO e CODA, 2006):

t t

AL u u (1 ) tes
= +—t(——1) i, Eq. [35
s BAtZ  BAt \2P " a- [35]
A = a4+ At (1 -vy) Y Eq. [36]

Nota-se nas equagoes anteriores que o superindice esquerdo (t) indica o passo de tempo anterior e
o superindice direito (k), a iteragcdo anterior. As forgas residuais em cada intervalo de tempo podem ser
eliminadas usando o procedimento incremental e iterativo de Newton-Raphson padrdao (NGUYEN; KIM,
2013). As equagOes iterativas que estabelecem o equilibrio dinamico do sistema estrutural em funcdo da
varidvel deslocamento U sdo (Equagbes 37 e 38):

tratg (k+1) tratg (k+1) _ _t+Atg(k+1) Eq. [37]
that, (D) _ ot (0 tatg, (k1) Eq. [38]
sendo AR * D 3 matriz de rigidez efetiva dada por meio da Equacgdo 39:
— 1 Y
t+Atgy (k+1) t+At t+At t+At (K
74 = M+ — "4 C + K (), Eq. [39
B At? B At ( ) a. [39]

Em que K (H'Atu(k)) é a matriz de rigidez tangente do sistema estrutural.

A Figura 2 apresenta o pseudoalgoritmo da técnica de integracdo de Newmark com o método de
Newton-Raphson padrdo. Os dados de entrada no algoritmo sdo: o vetor de deslocamentos nodais °U; o vetor
de velocidade %u; o incremento de tempo At; o tempo maximo tma; © nimero maximo de iteracdes em cada
passo de tempo Kmsx; e a toleréncia tol para o critério de convergéncia. As saidas do mesmo sdo: os vetores
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u, U, ii; o nimero total de iteracdes acumuladas até a convergéncia para a solug¢do (Kiotal); NUmero médio de
iteracBes por passo de tempo (Kmedio); € 0 tempo de processamento em segundos.

A matriz de massa do elemento finito Mg, no sistema local de coordenadas cartesianas, pode ser
obtida pela seguinte expressdo (ELKARANSHAWY; ELERIAN e HUSSIEN, 2018):

M, = f HTpH dvV, Eq. [40]
\%

Sendo H a matriz que contém as fungdes de interpolagio e p a densidade do material. A matriz M, calculada
segundo a Equacdo (40), da-se o nome de matriz de massa consistente, visto que as fun¢ées de aproximacgao
utilizadas em seu cdlculo sdo as mesmas utilizadas no calculo da matriz de rigidez. Essa matriz permite
considerar nas equag¢Oes dindmicas da estrutura o efeito das massas que ndo estdo originalmente
concentradas nos nds (COOK; MALKUS; PLESHA, 2001). Uma matriz de massa bastante difundida em analises
nao lineares é a de Timoshenko, denotada por My, € é expressada por meio da Equagdo 41 (CHHANG;
BATTINI e HJIAJ, 2017; LE; BATTINI e HJIAJ, 2011):

"A/3 0 0 A/6 0 0
0O A/3 0 0 A/6 0

_ 0 ILy/3 0 0 0 ILy/3
0 A/6 0 0 A/3 0

[0 0 ILy3 0 0 ILy/3

Outro modelo bastante simples e recorrente refere-se ao elemento em que toda massa é
transferida diretamente para os seus nds, resultando em uma matriz diagonal, conhecida como matriz de
massa condensada (Mc,p)- Essa matriz é descrita pela seguinte equagdo (CHOPRA, 1995; LE; BATTINI e HJIAJ,
2011):

m 0
Meon = |, ol Eq. [42]
10 0
AL
m="200 1 0 ] Eq. [43]
0 0 Ly%/12

Em que 03 é a matriz nula de ordem 3.

Entrada: At, tmax, Kmax

Saida: u, u, i, t, Keora)

tempo <« tmad/At

ue 0,00 K <0

tic (inicia o crondémetro)

% « M™![Foy — Fine( ®u) — € %u]
a; « P At?

a, < At

az < YAt

az

© o NGk~ wdE

ag L
10. Gy«

1
11. Gy « a,C

12. Paranp < 1, ..., tempo faca
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13, qs<—3+3+(i—1) i

a ay 2B
14, rg« M+At(A-v) i
15. G3 « Mg,
16. G4« Cry

17. Gg < a3zCqg

18. Gg <1y —asqg

19. Enquanto k < kma faga

20.  K&D < K(u®) + Gy + G,

21, g% B (u®) — Fope + Gru® + G, u® — G3 + G, — Gs
22 Suk+D) _[R(k+1)]_1g(k+1)

23. kD)  g® 4 Fuld

24. )« a,ukHD 4 Gy

24, i+ « aukHd — g

25.  Se|[su®*V]| < tol [|u®*+V|| entéo
26. Sai do Enquanto

28. Fim-Se

29. Fim-Enquanto
30. ktotal « ktotal + Kk
31. Fim-Para

32. kmédio < ktotal/np
33. toc (l& o cronbmetro)
FIGURA 2: Pseudoalgoritmo da técnica de integracdo de Newmark com o método de Newton-Raphson padrao.
FONTE: Autoria Prépria.

A defini¢do do tipo de matriz de massa a ser considerada depende do tipo de analise a ser efetuada
e da discretizagdo utilizada. Geralmente, aconselha-se a ado¢do de matrizes de massa consistentes quando
sdo utilizados elementos finitos de ordem elevada na discretizagdo (COOK; MALKUS e PLESHA, 2001).

3.3 DETERMINAGAO DAS FREQUENCIAS NATURAIS DA ESTRUTURA

As frequéncias naturais sdo propriedades inerentes ao sistema estrutural e dependem da sua
distribuicdo de massa e rigidez. A analise das frequéncias é essencial no que tange ao estudo da estabilidade
de sistemas estruturais com trajetdrias de equilibrio fortemente ndo lineares. Desprezando o efeito do
amortecimento (C = 0), a equagdo de movimento do sistema estrutural em vibragdo livre (Fext = 0) é definida,
a partir da Equacgdo (29), por (CHUNG e YOO, 2002):

Ku + Mii = 0. Eq. [44]

Propondo a solugdo para a Equagdo (44) da forma u = ¢el®t, chega-se no problema cléssico de

autovalor e autovetor dado pela Equagdo 45:
Kq)eiu)t +M q) iZwZ ei(.u)t — 0’ Eq. [45]

Emquei= V-1, ¢ é o autovetor correspondente ao modo de vibragdo e w é o autovalor que representa
uma frequéncia natural de vibracdo do sistema natural dada em rad/s. Supondo que a matriz M seja
inversivel (isto ¢, M~'M = I), tomando i? = -1 e multiplicando ambos os lados da Equagao (45) por M™%, a
mesma é reescrita da seguinte forma:

M~ K¢ — MM w?¢p = M K¢ — 1 w2 =0, Eq. [46]
Ad =27, Eq. [47]
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NaqualA = M™'Ke L = w?. Na literatura, podem ser encontrados algoritmos computacionais capazes de
resolver o problema dado em Equacédo (47) e fornecer, de uma so vez, todas as frequéncias naturais e modos
de vibragdo. Neste trabalho, utiliza-se a fun¢do do Scilab evals = spec(A), a qual retorna no vetor evals os
autovalores. O numero de modos de vibracao é igual ao nimero de graus de liberdade do sistema estrutural.

4. PROBLEMAS NUMERICOS

Um programa de computador escrito com o software livre Scilab é desenvolvido. Trés problemas
numeéricos dindmicos encontrados na literatura sdo apresentados para avaliar a precisdo e a eficiéncia da
formulacdo corrotacional fundamentada nas teorias de viga de Euler-Bernoulli e de Timoshenko. A
abordagem corrotacional é frequentemente utilizada para estudar problemas de estruturas com grandes
deslocamentos e rotacdes ou para realizar andlises de estabilidade. Com relacdo a matriz de massa nas
analises ndo lineares, duas matrizes constantes baseadas em teorias simplificadas sdo consideradas, que sdo
a matriz de massa condensada dada pelas Equacgdes (40) e (41) e a matriz de massa de Timoshenko descrita
pela Equagdo (42). A resposta ndo linear dos sistemas estruturais é obtida ao longo de um intervalo de tempo
definido. As constantes y e P referentes ao método de Newmark sdo adotadas iguais a 0,5 e 0,25,
respectivamente.

4.1 VIGA EM BALANCO SUJEITA A UMA FORCA SENOIDAL

Este primeiro exemplo, descrito na Figura 3, é uma viga em balanco de comprimento Lo =10 m com
sec3o transversal retangular de dimensdes (0,5 x 0,25) m?, engastada em uma extremidade e submetida a
uma forga senoidal dada pela fungdo P(t) = Py sen(w t) na extremidade livre. A amplitude da forga é Py = 10
MN e sua frequéncia é w = 50 rad/s. O mddulo de elasticidade longitudinal é E = 210 GPa e a massa por
unidade de volume é p = 7850 kg/m?3. As analises dindmicas sdo efetuadas neste exemplo sem considerar o
efeito do amortecimento. Assim, na Equagdo (29) a matriz C é igual a matriz nula 0.

P()

N

0.25m

5
L, | 0.5m

A

F

FIGURA 3: Viga em balango — modelo estrutural.
FONTE: Autoria Prépria.

Na Figura 4 sdo apresentadas as curvas tempo versus deslocamento vertical na extremidade livre
da viga obtidas com a matriz de massa de Timoshenko, resultantes da analise de refinamento da malha de
elementos finitos (4, 10, 40 e 60 elementos) tomando como referéncia os pontos obtidos por Le, Battini e
Hjiaj (2011). Pode-se observar que a malha com 60 elementos fornece resultados bem préximos da solugdo
de referéncia. Nas anélises s3o adotados os seguintes parametros: incremento de tempo At =1,0 x 103 s,
nimero maximo de iteracdes na corre¢do da solugdo kmax = 200, tolerancia para o critério de convergéncia
tol =1,0 x 10'1° e tempo méximo t = 1,5 s. Quanto a teoria de viga, considera-se a de Euler-Bernoulli.

Na Figura 5 sdao mostradas as curvas com as simulagdes considerando as matrizes de massa de
Timoshenko e condensada e a malha com 60 elementos. Nota-se que ha algumas discrepancias nas curvas,
notadamente no intervalo de tempo de 1,3 s a 1,4 s, havendo melhor precisdo com a matriz de massa de
Timoshenko. Na Figura 6 sdo apresentadas as configuracdes deformadas da viga para diferentes valores de
tempo t obtidas nas simulagdes com a matriz de massa de Timoshenko.
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Legenda
m 4 elementos
= 10 elementos
* R 40 elementos
60 elementos
* Le, Battini e Hjiaj (2011)

deslocamento vertical (m)
o

# o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15 16
tempo (s)
FIGURA 4: Viga em balango — curvas tempo versus deslocamento vertical obtidas com a matriz de massa de
Timoshenko, considerando malhas com 4, 10, 40 e 60 elementos finitos.
FONTE: Autoria Propria.

»—a———a Programa: Timoshenko
| Programa: condensada
- | | ! ! | ! ! | 1 I + * Le, Battini e Hijiaj (2011)

deslocamento vertical (m)
o

-8 : ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ;
0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 07 0,8 0,9 1 11 1,2 1,3 14 15 1,6
tempo (s)

FIGURA 5: Viga em balango — curvas tempo versus deslocamento vertical comparando as matrizes de massa de
Timoshenko e condensada, considerando a malha com 60 elementos finitos.
FONTE: Autoria Propria.

8 Legenda
mt=0s
61 mt=0,1s
mt=03s
41 t=0,77s
mt=10s
21 t=1,5s

y (m)
o
V27722

g
N
"

A

X (m)
FIGURA 6: ConfiguragGes deformadas da viga em balango para diferentes valores de tempo t.
FONTE: Autoria Propria.
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Na Tabela 1 sdo apresentadas as trés primeiras frequéncias naturais da viga em balanco (em rad/s
e em Hz) utilizando a matriz condensada, conforme procedimento descrito na Secdo 3.3. As frequéncias
naturais de vibracdo de uma estrutura indicam a capacidade de oscilacao livre apds cessado o estimulo ou o
carregamento que gerou sua perturbacdo. Para cada modo de vibracdo, a estrutura apresentara uma
frequéncia natural de vibracdo, sendo que a mais importante nos estudos dinamicos é a primeira, menor
entre todas, denominada de frequéncia fundamental. Os fatores que influenciam na frequéncia natural sao
a rigidez e a massa da estrutura, que por sua vez dependem da geometria, do material e das condicdes de
vinculacdo (NETTO e ARAUJO, 2018).

TABELA 1: Viga em balango — frequéncias naturais

frequéncia o (rad/s) fi (Hz)
1 13,1218 2,0884
2 82,1811 13,0795
3 229,9252 36,5937

FONTE: Autoria Prépria

4.2 PORTICO DE LEE

Seja o podrtico de Lee, ilustrado na Figura 7, e submetido a uma carga constante aplicada
repentinamente com intensidade P = 4,1 MN. As barras da estrutura tém moddulo de elasticidade E = 210
GPa e massa por unidade volume p = 7850 kg/m?3. As analises dindmicas s3o realizadas com os seguintes
pardmetros: nimero maximo de iteracdes na corre¢do da solucdo Kmax = 200; tolerdncia tol = 1,0 x 10%; e
tempo maximo t = 3 s. O efeito do amortecimento ndo é considerado nas andlises com o portico (C = 0).

P

|
o2,

\ I : \
\ ] \
FIGURA 7: Pértico de Lee — modelo estrutural.

FONTE: Adaptada de Le, Battini e Hjiaj (2011).

Na Figura 8 sdo apresentadas as curvas tempo versus deslocamento vertical no ponto de aplicagdo
da forga P obtidas com a matriz de massa de Timoshenko. No estudo de refinamento da malha de elementos
finitos, sdo adotadas malhas com 20, 40, 60 e 80 elementos, tomando como referéncia os pontos de
equilibrio obtidos por Le, Battini e Hjiaj (2011). Vé-se que a estrutura discretizada com 80 elementos
corrotacionais fornece resultados razoavelmente préximos da solucdo de referéncia. Nas simulacGes é
considerada a formulacdo corrotacional baseada na teoria de viga de Euler-Bernoulli e o incremento de
tempo At =2,5x 10*s.

Ao comparar as curvas obtidas com as matrizes de massa condensada e de Timoshenko na Figura
9, observa-se que os resultados numéricos com esta matriz ficaram mais proximos dos pontos de equilibrio
obtidos por Le, Battini e Hjiaj (2011). No entanto, considerando aquela matriz, houve discrepancias com
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destaque a regido no entorno do tempo t=1,1se nointervalo detempodet=1,73 s até t=3s. As simulacGes
com ambas as matrizes s3o obtidas com np = 1,2 x 10® passos de tempo, Kiotal = 2,4 x 10* iteragdes e Kmédio =
2 iteracdes por passo de tempo. As trés primeiras frequéncias naturais do pdrtico considerando a matriz
condensada sao mostradas na Tabela 2.

20 elementos

40 elementos
60-elementos -+

80 elementos

Le, Battini e Hijiaj (2011)

deslocamento vertical (m)
N
5,

"0 010203 040506070809 1 111213 14 15 16 17 18 1.9 2 21 2.2 2.3 24 255 2.6 27 28 29 3
tempo (s)
FIGURA 8: Pdrtico de Lee — curvas tempo versus deslocamento vertical obtidas com a matriz de massa de Timoshenko,
considerando malhas com 20, 40, 60 e 80 elementos finitos.
FONTE: Autoria Propria.

-0,5 i\ M Timos

. \ A A [/ \\ :EZ“;:::“: Fiiaj (20171 m\
[

IS /
J |
\ / oy M\% [ /
. \\ <\ [ g
\‘

deslocamento vertical (m)
o
5}

[ / \ o
. / | "
e \/ \ /

~

)l

0 0,2 04 0,6 0.8 1 12 14 1,6 18 2 2,2 24 26 28 3
tempo (s)
FIGURA 9: Pértico de Lee — curvas tempo versus deslocamento vertical obtidas com as matrizes de massa de
Timoshenko e condensada, considerando a malha com 80 elementos finitos.
FONTE: Autoria Propria.

TABELA 2: Portico de Lee — frequéncias naturais

e
S —

_\
b g

frequéncia o (rad/s) fi (Hz)
1 20,4569 3,2558
2 31,9407 5,0835
3 81,7082 13,0042

FONTE: Autoria Prépria
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4.3 VIGA BIAPOIADA

Considere a viga simplesmente apoiada submetida a uma for¢a concentrada P(t) no meio do véo,
conforme o modelo estrutural na Figura 10. O comprimento da mesma é Lo = 1 m e a se¢do transversal
retangular tem dimensdes (0,20 x 0,15) m2. Os pardmetros materiais sdo: mddulo de elasticidade E = 1,0
GPa, coeficiente de Poisson v = 0,3, densidade p = 7850 kg/m? e o coeficiente de corregdo de cisalhamento u
= 5/6. Para o método de solug¢do, o nimero maximo de iteracdes na corre¢do da solugdo Kmsx = 200, a
toleranciatol = 1,0 x 10° e o tempo maximo t = 0,4 s s3o adotados.

P (MN)

t(s)

.
|

le Lo N

1€ |

0,05 0.1
FIGURA 10: Viga biapoiada — modelo estrutural e carregamento dinamico.
FONTE: Autoria Propria.

Um estudo de refino de malha é feito na Figura 11, em que sdo apresentadas as curvas tempo -
deslocamento horizontal na extremidade da direita (com o apoio mdvel) sem considerar o amortecimento
(C =0), obtidas com a formulagdo corrotacional baseada na teoria de viga de Timoshenko e com a matriz de
massa de Timoshenko. A viga é discretizada com 4, 10 e 20 elementos corrotacionais. A curva obtida com 20
elementos fornece resultados bastante proximos da solugdo de referéncia - Chhang, Battini e Hjiaj (2017). As
simula¢des sdo efetuadas com o incremento de tempo At=0,4 x 103 s,

0,1

M 4 elementos
10 elementos
20 elementos
* Chhang, Battini e Hjiaj (2017)

deslocamento horizontal (m)

T T

0 002 004 006 008 01 012 014 016 018 02 022 024 026 028 03 032 034 036 038 04
tempo (s)
FIGURA 11: Viga biapoiada — curvas tempo versus deslocamento horizontal obtidas com o refinamento da malha de
elementos finitos.
FONTE: Autoria Prépria.

Na Figura 12 sdo apresentadas as analises com as formulacGes corrotacionais baseadas nas teorias
de viga de Euler-Bernoulli e de Timoshenko e com as diferentes matrizes de massa. Vé-se, nessa figura, que
os resultados numéricos com a teoria de Timoshenko e com as matrizes de massa condensada e de
Timoshenko tém boa concordancia com os pontos de equilibrio obtidos por Chhang, Battini e Hjiaj (2017).
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deslocamento horizontal (m)

061 Programa - Timoshenko (teoria de viga de Euler-Bernoulli)
Programa - condensada (teoria de viga de Euler-Bernoulli)
»——e+—= Programa - Timoshenko (teoria de viga de Timoshenko)
0,71 Programa - condensada (teoria de viga de Timoshenko)
* * # Chhang, Battini e Hjiaj (2017)
-0,8 T ;

0 002 004 006 008 01 012 014 016 018 02 022 024 02 028 03 032 034 036 038 04
tempo (s)

FIGURA 12: Viga biapoiada — curvas tempo versus deslocamento horizontal sem o efeito do amortecimento.

FONTE: Autoria Propria.

As frequéncias naturais da viga biapoiada aparecem na Tabela 3, as quais sdo obtidas com a matriz

de massa condensada e com as diferentes teorias de viga. Nota-se que a teoria cldssica de Euler-Bernoulli
para vibragées de flexdo fornece valores de frequéncia mais elevados do que os obtidos pela Teoria de
Timoshenko. Segundo Han, Benaroya e Wei (1999), o modelo de Euler-Bernoulli tende a superestimar
ligeiramente as frequéncias naturais. Esse problema é agravado para as frequéncias naturais dos modos mais
elevados. Além disso, as diferengas entre os modelos de viga diminuem monotonamente com o aumento do
indice de esbeltez, que é definido pela razdao entre o comprimento da viga e o raio de gira¢dao da se¢do

transversal.

TABELA 3: Viga biapoiada — frequéncias naturais

Viga de Euler-Bernoulli Viga de Timoshenko
frequéncia  ® (rad/s) fi (Hz) frequéncia  ® (rad/s) fi (Hz)

1 152,3769 24,2515 1 148,3116 23,6045
2 560,4971 89,2058 2 549,8484 87,5111
3 607,6366 96,7083 3 560,4971 89,2058

FONTE: Autoria Prépria

Estruturas sujeitas a excitacdo dindmica estdo permanentemente cedendo energia para o
ambiente. Na auséncia de reposicdo de energia, a vibracdo do sistema estrutural é reduzida gradualmente.
Esse processo caracteriza o amortecimento. Uma andlise adicional é realizada considerando esse processo.
Neste trabalho, a matriz de amortecimento C¢ do elemento finito é definida em funcdo da matriz de massa
Mcon ou Mrim:

Cel = 2¢mMcon OU Ce = 2C Mtim Eq. [48]

Em que Cm é o coeficiente de amortecimento. Na Figura 13 sdo apresentadas as respostas ndo lineares
dindmicas com amortecimento considerando as formulagdes corrotacionais baseadas nas teorias de viga de
Euler-Bernoulli e de Timoshenko. As curvas sdo obtidas considerando o tempo maximo t=0,3 s e o coeficiente
Cm=20s"
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A estrutura, na Figura 13, passa de um estado vibratério para um estado em repouso, uma vez que

ha dissipacdo de energia. Comumente, os sistemas estruturais estdo sujeitos a certo grau de amortecimento
decorrente da perda de energia pelo atrito, ar e outras resisténcias. Se o amortecimento é fraco, a sua
influéncia torna-se muito pequena e, usualmente, ndo é considerada no célculo das frequéncias naturais. O
amortecimento, no entanto, é de grande importancia ao limitar a amplitude de oscilacdo na ressonancia.
As Figuras 12 e 13 mostram que as duas teorias de viga apresentam deslocamentos semelhantes
para os primeiros passos de tempo t, dada a proximidade das curvas tempo - deslocamento nesses graficos.

Contudo, com o decorrer do tempo, divergéncias nos tracados das curvas ficam mais aparentes, surgindo

também diferencas nas frequéncias de vibracao da viga entre as teorias.

0,1
0 ﬂ
-0,05 +——%—
3
—~ 0,14 !
E [
 -0,15 %
kS Ly
& 021 i
2 H
o 0,25 1oy
£
o
£ -0,3 ¢
o L]
2 -0,35 !
4 Y
© .04 5
! A _
® | |
20,45 {-rte B N N N
] === condensada (teoria de viga de Timoshenko)
-0,5 : " Timoshenko (teoria de viga de Timoshenko)
0.55 [ +——«—— . condensada (teoria de viga de Euler-Bernoulli)
e Timoshenko (teoria de viga de Euler-Bernoulliy
-0,6 t t f t t t t T T T ; :
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0.1 012 0,14 0,16 0,18 0,2 0,22 0,24

02 028 03
tempo (s)
FIGURA 13: Viga biapoiada — curvas tempo versus deslocamento horizontal com o efeito do amortecimento.
FONTE: Autoria Propria.

5. CONCLUSOES

Neste artigo, foi implementada computacionalmente uma formulagdo corrotacional do MEF para
andlise dindmica transiente geometricamente ndo linear de vigas e pdrticos planos. Além disso, as trés
primeiras frequéncias naturais dos sistemas estruturais estudados foram determinadas. O pseudoalgoritmo
com o procedimento incremental e iterativo baseado no método de Newton-Raphson padrao e no método
implicito de integracdo direta de Newmark, para obter a solugcdo aproximada da equacdo diferencial do
movimento, foi apresentado. Os modelos de viga de Euler-Bernoulli e de Timoshenko foram usados para
avaliar a matriz de rigidez e o vetor de forga interna do sistema estrutural. Duas matrizes constantes de massa
foram consideradas nas analises, quais sejam, a de massa condensada e a de Timoshenko.

Os resultados numéricos de trés problemas dinamicos encontrados na literatura demonstraram a
efetividade e a acurdcia do pseudoalgoritmo implementado com o programa livre Scilab. No que diz respeito
as analises dindmicas com a viga em balango e o pértico de Lee, as curvas de equilibrio no espaco tempo
versus deslocamento dessas estruturas mostraram uma melhor concordancia com as solugGes de referéncia
guando se utilizou na analise a matriz de massa de Timoshenko.

Para vigas finas com grande relagdo comprimento/espessura, tanto o modelo de viga de Euler-
Bernoulli quanto o modelo de viga de Timoshenko sdo idénticos, enquanto que para vigas espessas com

pequena relacdo comprimento/espessura podem ser percebidas diferencas significativas. Tais diferencas

ficaram evidentes na analise dinamica da viga biapoiada com e sem amortecimento conforme as curvas
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tempo versus deslocamento obtidas. O modelo de viga de Timoshenko produz resultados mais precisos
devido a inclusdo dos efeitos de cisalhamento.

Na dindmica de estruturas, uma grande preocupacdo refere-se a ocorréncia de vibracdes
excessivas, indesejdveis sob o prisma estrutural, que podem causar danos na estrutura devido a grande
intensidade dos esforgos solicitantes. Nesse sentido, destaca-se a importdncia da determinag¢do das
frequéncias naturais, visto que quando a frequéncia de uma carga dinamica se iguala a frequéncia natural,
inicia-se o fendbmeno de ressonancia amplificando as deformacdes da estrutura.

Os seguintes temas de pesquisa futura sdo sugeridos: a inclusdo no modelo da ligagdo semirrigida
de ligacGes viga-pilar; a implementacao da nao linearidade fisica, por meio das teorias da Mecanica do Dano
e Elastoplasticidade; a adaptacdo da formulacdo para andlise de estruturas aporticadas 3D; e a
implementacdo de outros métodos de solucdo para a solucdo aproximada da equacdo diferencial do
movimento, como os métodos a-HHT, a-WBZ e a-Generalizado.

Por fim, este artigo apresenta como principal contribuicdo a importancia da escolha adequada da
matriz de massa e da consideracdo do efeito de cisalhamento na rigidez do sistema estrutural, no que se
refere a analise dindmica transiente de estruturas sob deslocamentos e rotacdes finitas.
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