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RESUMO: Este trabalho trata da andlise dinamica de trelicas no plano, onde
estudam-se os efeitos da ndo-linearidade geométrica nessas estruturas quando
solicitadas por carregamentos dinamicos. Nesse contexto, define-se a formulagdo
baseada na andlise ndo-linear geométrica que descreve o comportamento de
trelicas discretizadas por elementos finitos, utilizando-se o método corrotacional.
Para a resolugdo dos sistemas ndo-lineares, utiliza-se o método numérico de
Newton-Raphson e para a integragao temporal dessas equacgdes, utiliza-se o método
de Newmark. Por meio dos eixos corrotacionais é possivel separar os movimentos
de corpo rigido dos movimentos deformacionais. Para verificar a eficacia da
formulagdo estudada no presente trabalho, foram realizados exemplos com trelicas

PALAVRAS CHAVE: . - .
planas usualmente empregadas em andlises com grandes n3o-linearidades

Andlise dinamica; geométricas na literatura técnica. De forma geral, a formulacdo estudada

Formulagdo corrotacional; apresentada se demostrou eficiente para a analise dinamica de treligas com grandes

N3o linearidade ndo-linearidades geométricas.

geomeétrica;

ABSTRACT: This paper deals with dynamic analysis of two dimensional trusses,
where the effects of geometric nonlinearity in these structures is studied when
Elementos finitos. subjected by dynamic loads. In this context, the formulation based on geometric
nonlinear analysis that describes the behavior of trusses discretized by finite
elements using the Corotational Method is developed. For solving nonlinear systems

Treligas planas;

EEMORDS is used the Numerical Method of Newton-Raphson and for the time integration of
Dynamic analysis; these equations is used Newmark Method. Through the corotational axis is possible
Corotational formulation; to separate the rigid body movements from deformational movements. To verify the

accuracy of the formulation studied in the present work, examples with plane trusses
usually employed in analyzes with large geometric non-linearities in the technical
literature were made. In general, the studied formulation presented was efficient for
the dynamic analysis of trusses with large geometric nonlinearities.
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1. INTRODUGAO

Nas ultimas décadas, a necessidade de
vencer vaos cada vez maiores vem sendo almejada
em obras, sejam em locais onde é necessario deixar
um vao livre maior ou por questdes estéticas. Para
estruturas esbeltas, é necessario levar em conta os
deslocamentos causados pelos esforcos gerados
apods a aplicacdo do carregamento pois os mesmos
podem influenciar de modo significante no
equilibrio final da estrutura. Quanto maior o
deslocamento, maior sera a influéncia. Levando em
consideragdo maiores deslocamentos, a analise
linear ndo é adequada, fazendo-se necessaria uma
andlise mais aprofundada da estrutura onde é
considerado a posicdo deslocada da estrutura, a
saber, andlise ndo-linear geométrica. Quanto mais
esbelta for uma estrutura, maior sera a necessidade
de se avaliar o comportamento nao-linear
geométrico da mesma (Matias Junior, 1997).

Durante a fase de projeto de uma
estrutura, sdo admitidos carregamentos diversos,
tanto permanentes quanto varidveis. Assim, s3o
obtidos os esforcos solicitantes através de métodos
probabilisticos ou semi-probalilisticos. Entdo é

realizado o equilibrio das forcas para

posteriormente  dimensionar os elementos
estruturais. Usualmente, esse equilibrio é realizado
fazendo-se uma aproximagdo da realidade,
adotando-se a posicado indeslocada para a estrutura,
caracterizando a anadlise linear geométrica. Para a
grande maioria dos projetos convencionais, esse

7

processo €& eficiente devido ao pequeno
deslocamento quando comparado as dimensdes das
pecas estruturais.

A andlise de estruturas pode ser realizada
de trés maneiras, a saber: a) analise estatica, que
considera que as agOes (cargas recalques, etc.) e os
respectivos  efeitos  (deformacgbes, esforgos,
internos, etc.) ndo variam em relagdo ao tempo; b)
andlise quase-estatica, que considera que as acées
e seus efeitos sdo varidveis em relacdo ao tempo,
mas desprezam-se os efeitos inerciais da estrutura
em analise; c) analise dindmica, onde considera os
efeitos inerciais (Aranha Junior, 2003).

O estudo da andlise dindmica n3o-linear
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de estruturas é um dos problemas mais
interessantes no campo da engenharia. Quando
trelicas sdo consideradas, os fen6menos podem ser
observados, por exemplo, para vencer grandes vaos
em centros de convengdes, aeroportos entre

outros. Ja para a otimizacdo quanto a andlise

estrutural, faz-se necessdria a utilizacio de
estruturas leves e consequentemente, esbeltas.
Utilizando andlise modal, pode-se descrever uma
estrutura em termos de suas caracteristicas
naturais, que sdo as frequéncias naturais, os fatores
de amortecimento e as formas modais, ou seja, suas
2001). Para

resolver as equagbes diferenciais que surgem

propriedades dindmicas (Soeiro,
quando se trabalha no dominio do tempo se tém os
métodos numéricos e analiticos (Borges, 2000).

O método numérico que possibilita
representar e analisar diversos fendmenos fisicos no
meio continuo mais empregado é o Método dos
Elementos Finitos (MEF). Quando utilizado na
solucdo de

geomeétrica, em geral, utilizam-se trés formulacdes,

problemas com ndo-linearidade
consideradas as mais usuais. Pode-se empregar a
descricdo Lagrangeana Atualizada, Total, e a
Cinematica Corrotacional. E oportuno esclarecer
gue se pode

isoladamente a

fazer estudos empregando
nao-linearidade fisica ou a
geomeétrica, assim como trabalhar conjuntamente
com ambos (Felippa e Haugen, 2005).

Na descricdo Lagrangeana total, a
configuracdo de referéncia é fixa, usualmente igual
a configuragdo inicial, sendo a mesma para as
anadlises das tesdes e deformagbes da estrutura. Ja
na descricdo Lagrangeana atualizada, as tensdes e
deformagdes sdo definidas em relagdo a
configuragdo de referéncia atualizada, ou seja, as
ultima

equacbes sdo formuladas para a

configuragdo em equilibrio, por sua vez
determinada com base no processo de iteracao da
configuracdo de referéncia. No que diz respeito a
determinar as equac¢des do MEF pela descricdao
corrotacional, a configuracdo de referéncia é
dividida em duas partes, a saber, uma configuracdo
de base e outra corrotacionada, onde essa
possibilita medir as tensdes e deformacées a partir

de uma configuracdo fixa ao longo de toda a analise
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(Menin, 2006).

A formulagdo corrotacional teve sua
origem a partir da ideia de separar os movimentos
deformacionais e do corpo rigido através dos
sistemas de configuracdo de base e corrotacional,
onde esse tem o papel de obter os deslocamentos
deformacionais e aquele, medir os deslocamentos
do corpo rigido (Silva, 2013). A principio, foi
estudada por Cauchy (1827) e na década de 1960,
Truesdell e Noll (1965), descreveram uma teoria
defendida por Biot no final da década de 1930. Apds
a Segunda Guerra Mundial, a indUstria aeroespacial
impulsionou o desenvolvimento de solugdes para
problemas de dindmica das estruturas. Assim,
Veubeke (1976)
configuracdo fantasma, que é uma formulagao para

Fraeijs e propuseram a
analise dindmica de estruturas que utiliza um
sistema de eixos corrotacionais. Wempner (1969)
introduziu o conceito corrotacional em um contexto
do MEF. Rankin e Brogan (1986) introduziram a
formulacao EICR (Element Independent
Corotational Formulation), que foi em seguida
melhorada por Rankin e Nour-Omid (1988) e por
(1991),
formulacdo implementada no programa STAGS
(Rankin et al., 1998).

Algumas contribui¢des importantes sdo
(1994),

elementos triangulares e quadrangulares que

Nour-Omid e Rankin sendo esta a

atribuidas a Haugen ao desenvolver
continham o grau de liberdade de rotagao torcional,
e a Hsiao e Hou (1987) e Hsiao et al. (1987), que
apresentaram formulagGes simples e eficientes para
a remogao da restricdo de pequenas rotagdes entre
dois passos de carga consecutivos. Ainda podem ser
destacadas as contribuicbes de Crisfield (1990) e
Crisfield (1997), que enriqueceu o conceito de
formulagdo consistente corrotacional, onde a matriz
de rigidez tangente aparece como a variagao da
forga interna e Mattiasson (1983), Mattiasson et al.
(1984) e Mattiasson et al. (1986) que combinaram
as descricbes Lagrangeana total, Lagrangeana
atualizada e corrotacional para estudo envolvendo
n3o-linearidade geométrica. E importante destacar
as contribui¢des de Souza (2000), que utiliza a

formulagdo corrotacional para a analise ineldstica
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de podrticos planos e espaciais com grandes
deslocamentos. Battini (2002) implementou uma
formulacdo corrotacional para analisar problemas
de instabilidade eldstica e plastica de vigas planas e
espaciais, partindo das formula¢des de Crisfield
(1990) e Pacoste e Eriksson (1996), sugerindo
modificagdes na forma de parametrizacdo das
rotacOes finitas e incluindo um sétimo grau de
liberdade para consideracdo de ligacGes rigidas.

2. OBJETIVO

O presente artigo tem o objetivo de
contribuir para a validagdo de uma formulagao de
elementos finitos para andlise dinamica ndo-linear
geomeétrica com finalidade de aplicagdo em treligas
planas. Dessa forma, serd utilizada a formulagao
corrotacional com o intuito de analisar a ndo-
linearidade geométrica. O método de Newton-
Raphson sera utilizado para resolver os sistemas de
equacoes ndo-lineares e o método de Newmark
serd utilizado para a integracdao no tempo.

3. METODOLOGIA

3.1 DESCRICAO CINEMATICA

A formulagdo descrita a
desenvolvida com base em Crisfield (1991) e Felippa
(2001).

seguir foi

Por simplicidade, é adotado como
hipotese que os eixos locais (x§,y§) do elemento
na configuragdo Cp estdo alinhados com o sistema
globais (X,Y) e (xy)

respectivamente. Por hipdtese, a origem dos eixos

de coordenadas
locais em Cp estd localizado na metade do
comprimento Ly do elemento. O elemento se move
da configuragdo Cp até a configuragdo C, cujos eixos
locais sdo definidos como (x¢,y¢). A configuragdo
corrotacional Cz se move juntamente com o
elemento até a configuracdo C posicionando-se
simetricamente em relagdo a tal configuragdo.
Observa-se que as coordenadas corrotacionais
(xg,vg) coincidem com os eixos locais (x¢, y¢) em
C. Conforme pode-se observar na Figura 1.
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» X, X, X5, Xr

FIGURA 1: Elemento finito de barra articulado nas configuracges inicial e atual.
FONTE: Autoria propria (2016).

Seja uma particula PO de coordenadas
(X,Y) em CO, que se move ao ponto PR de
coordenadas (xg, Ygr) em CR, e em seguida move-se
ao ponto P de coordenadas (x,y) em C. O
deslocamento total u , desta particula, em
coordenadas globais pode ser descrito por meio da

Equacao 1.

Eqg. [1]

u:x—X:{X_X}

y—Y

Pode se decompor este movimento em
uma parte deformacional e outra que corresponde
ao movimento de corpo rigido como é mostrado na
Equacao 2.

u= ug+up=xg—X)+ xX—xg) Eq.[2]

Esta decomposicdo é ilustrada na Figura 2.
A equacdo do movimento deformacional em fungdo
das coordenadas locais (x¢,y¢) em C é dada por
meio da Equagdo 3.

ug = {32} = Qu £o. 3]

Sendo: Q a matriz de rotagdo 2 x 2 do
sistema global (X,Y) ao sistema local (x¢,y¢) de

referéncia. Os deslocamentos deformacionais u$
sdo utilizados para se obter o vetor de forgas
internas e a matriz de rigidez tangente. As
operacBes para se obter estes parametros sdo
descritas a seguir.

3.1.1 Sistema de coordenadas

Os sistemas de coordenadas local (x¢,y¢)
em C e globais (x,y) se relacionam através da
Equacao 4.

x® = Q(x —up) Eq. [4]

Em que: uy o vetor que representa o
deslocamento do ponto Oy em Cp ao ponto O em C.
A matriz de rotacdo Q que aparece nas Equagdes 3

e 4 pode ser definida, segundo Gere e Weaver
(1981), no caso de trelica plana como a Equacdo 5.

o= ¢

Sendo: C, e C, os cossenos diretores do

Eq. [5]

elemento de barra na configuragdo atual C (direcdo
do eixo local x¢), em relagdo ao sistema global de
coordenadas, conforme sera comentado
posteriormente.

Logo, a matrizinversa da Equacdo 4 é dada

por meio da Equacgao 6.
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—_ Cy
Cx

Xe

y‘3+

{5} e} e

Na forma matricial como a Equacdo 7.

x=QTx®+u, Eq. [7]

3.2 OBTENCAO
DEFORMACIONAL

DO MOVIMENTO

A seguir serd demonstrado como obtém-
deformacionais
As coordenadas das

se o0s deslocamentos em

coordenadas locais up .
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particulas P em Cg e P em C sdo dadas pelas
Equagles 8 e 9.

A interpretacdo geométrica da Equacdo 8
pode ser observada na Figura 2. Nesta figura os
cossenos diretores (Cy, Cy) do elemento de barra
na configuracdo atual C (dire¢do do eixo local x€)
sdo calculados em fungdo do angulo Y entre os
eixos locais x§ e x€ no sentido anti-horario, sendo
designados respectivamente por (cosy, seny). Por
exemplo, esta figura pode demonstrar que xp =
Ug + Xcosy — Ysen). Tomando-se que up = x —
Xp, € subtraindo as EquagBes 8 e 9, descritas
anteriormente, obtém-se a Equagdo 10.

xRy _[G —Gx Upy _ p
xR_{yR}_[Cy cx]{y}J’{vO}—QXquo Eq. [8]
(XY _(X+u) _ _
x={,}={7 It} =x+u=Ix+u Eq. [9]
CH
(
| i |
. X ]
FIGURA 2: Posi¢do de uma particula Pr na configuragcdo corrotacionada Cr.
FONTE: Autoria propria (2016).
_ Up _ X —XRr
Up _{VD}_{y_YR}
1-G Cy 1(x u—u,
uD_[ —Cy 1—CX]{Y}+{V—VO} Eq. [10]



L. D. OLIVEIRA;  W.A.DASILVA; W.T.M.SILVA; R.G. DELALIBERA

REEC — Revista Eletrénica de Engenharia Civil Vol 13- n22 (2017)

Na forma matricial como a Equagdo 11.

up=(I-QN)X+u—1u, Eq. [11]
Finalmente, obtém-se o deslocamento

deformacional através da transformacdo de

coordenadas dada pela Equagdo 12.

up = Qup = (Q - DX+ Q(u—ug) Eq.[12]

3.2.1 Movimento deformacional em fung¢do dos
deslocamentos nodais

As coordenadas nodais do elemento em G
s50 X, = —X; =Ly e ¥, =¥, =0, onde Ly é 0
comprimento do elemento na configuracdo Co.
Sendo assim, os deslocamentos nodais podem ser
escritos conforme a Equacdo 13.
movimento

De modo similar, o

deformacional do elemento, em funcdo dos
deslocamentos nodais, se agrupa na forma vetorial
conforme a Equagdo 14.

Além disso, através da Equacdo 13, pode-
se reescrever a Equagdo 12 em funcdo dos
deslocamentos nodais conforme apresentado na

Equacao 15.
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Sendo o campo de deslocamento do
elemento linear em X e em Y, o elemento
permanece indeformado na configuragdao atual C.
Logo, pode-se escrever u, e vy conforme a Equagdo
16.

Utilizando a notacdo usual representada
pela Equacdo 17, a Equagdo 15 pode ser reescrita
como a Equagado 18.

Em que: C, =seny) e Cy=cosy se
através das

definem relacOes

representadas pelas Equagdes 19 e 20.

geométricas

Sendo: L o comprimento do elemento na

configuragdo atual G uy; e wv,; sao os
deslocamentos nodais relativos do elemento entre
as configuracdes Cp e C.

O vetor de forgas internas e a matriz de
rigidez do elemento sdo calculados por meio de
derivadas direcionais em funcdo da energia de
deformacdo. Assim, obtém-se a derivada primeira e
segunda de L em relacdo a u. A derivada primeira se
escreve como conforme a Equacdo 21, e sua forma
vetorial é expressa pela Equacdo 22.

Utilizando as Equagdes 19, 20 e 21 e a
relagdo sen®y + cos?y = 1, se obtém a derivada
segunda relacdo

apresentado na Equacao 23.

de L em a u conforme

1
u(=310:0))
Uq u(Xq,Yr) 10
w={)={ b= v o )| Eq. [13]
u, u, U(XZ,YZ) u (1 LO' O)
V2 v(X3, Y2) i
v(5Lor0)
(ug (—2Lo,0))
uip up (X1, Y1) e( f )
P Lugp uzp up (X2, Yz) ug G Lo, 0)
V2D vp (X2, Yz) e (1
v8 (510.0) )
0 [l IR AR [ (")
e _J) ViD Y X Vi = Vo 1 y
Up = uSp _{ 0 0 G4 Cy] u; —ug (T zlo C,—1 Eq. [15]
Lve, ) 0 0 —Cy C [\WV2—Vo \ —¢,
1
up =5 (ug +uyp), vo =5 (v1 +vz) Eq. [16]
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Uzp = Uz — Uy, Va1 =V —Vp Eq. [17]
us u u C,—1
{ gD} = { 1D} [ C C ] V21 l { X_C } Eq. [18]
V2D vip 21 2 y
seny = V—El, cosy = L°+u21 Eq. [19]
L=+/(Lo +uz;)? + v, Eq. [20]
oL oL
- o SOV
oL oL
o= T senys Eq. [21]
—cosy
oL _ ) —seny
2= cosy Eq. [22]
seny
[ sen’y —sencosP  —sen? Y senycosy
2L 1|—senyicosys cos? sencosP  —cos?
— == ) ) Eq. [23]
ou? Ll —sen“y senycosys sen?yy  —senycosy
l sencos —cos?P  —senycosy cos®ys
3.3 ENERGIA DE DEFORMAGAO Equacdo 18. Esta demonstracdo se descreve

Sdo supostas deformagdes infinitesimais e
grandes deslocamentos. Supde-se também, uma
relagdo linear entre tensdo e deformagcdo no
intervalo eldstico. Considerando essas hipdteses, a
de do
configuragdo C é escrita em fungdo das coordenadas
(x€,5°)
Equagado 24.

energia deformacgao elemento na

locais conforme  apresentado na

U=2[ EAe’dx® Eq. [24]

Como medida de deformacao, se adota as
expressdes representadas pela Equagado 25.

geng L "lo o
Lo
2_ 2
ggreen — % = %(}\2 -1) Eqg. [25]

Lembrando que o termod =L — Ly é o
alongamento do elemento na configuracdo C em
fungdo das coordenadas locais (x¢,y¢). De fato,
pode-se demonstrar que d = up, — up , através da

conforme a Equagdo 26.
(d —uf, = cosyuy; + sen — Lo(1 — cosy)
! = (Lo + u21)cos¢ + vy seny — Ly

Lo+u 12
l ( 0 21) + V21

L L= —
L 0

—Ly=L-L
L 0 0

Eqg. [26]

3.3.1 Vetor de forgas internas

Por definicdo, o vetor de forgas internas
no que diz respeito as coordenadas locais na
configuracdo C, se expressa conforme a Equacdo 27.

is fZEA—de—fEA—de

Eqg. [27]

Levando-se em conta a Equacgdo 22 para o
caso bidimensional e efetuando a integracdo da
Equagdo 27, obtém-se as expressdes do vetor de
forcas internas conforme

apresentado na

Equacao 28.
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o oL
fi =NBo ﬁ'

Bo = 1 = def. engenharia

Bo = A = Green — Lagrange Eq. [28]

Em que: N = EAe é o esforco axial que
atua no elemento. Sendo o coeficiente S,
resultante da integracdo da Equacgdo 27, em funcdo
da medida de deformacdo. Lembrando, que foi
suposta uma coincidéncia entre os eixos x§ e X. Em
uma formulacdo mais geral, escreve-se o vetor de
forcas internas em relagdo as coordenadas globais

(X,Y) através da seguinte relacdo apresentada na

Equagao 29.
f¢ = RTff Eq. [29]
T
RT = [% (;)T] Eq. [30]

Em que: RT é a matriz de rotacdo que
transforma do sistema de coordenadas local para o
sistema de coordenadas global, 0 é uma matriz nula
e QT, atransposta de @, expressa na Equacgdo 5 para
o caso bidimensional.

3.3.2 Matriz de rigidez tangente

De modo similar, se define a matriz de
rigidez do elemento como a derivada segunda da
relagdo  aos
deslocamentos. Esta expressao se escreve conforme
a Equagao 31.

L
Ke —aZU—JEA (as>(as>T+ 9%¢ e
'™ ouz ou/ \du touz|
0

Eq. [31]

energia de deformagdo em

Levando-se em conta as Equag¢des 22 e 23,
se chega a expressdo da matriz de rigidez tangente
apresentada na Equacdo 32.

. EA oLy oLyT %L
ki = -0 (5) (3a) + NPoggz
oy = 1 = def. engenharia Eq. [32]

ay = (30?2 — 1)/2 = Green — Lagr.

A expressao da matriz de rigidez tangente
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em relacdo as coordenadas globais (X,Y) é obtida
através da relagdo expressa na Equagado 33.
K¢ = RTKR Eq. [33]

Em que: RT é a matriz de rotacdo dada
pela Equagao 30.

3.4 EQUAGOES DO MOVIMENTO

A equagdao do movimento de um corpo
deformdvel, discretizado pelo método dos
elementos finitos, pode ser expressa pela Equagao
34.

Md + Cd + f(d,t) = p(v) Eq. [34]

Sendo: M a matriz de massa; € a matriz de
amortecimento; f o vetor de forgas internas dado
pela Equagdo 29; e p(t) o vetor de forgas externas.
Assume-se que M e C sdao matrizes constantes. A
Equacdo 34 se trata de uma equacdo ndo-linear,
uma vez que o vetor de forgas internas f é uma
funcdo do vetor de deslocamentos d . Para os
exemplos dindmicos, esse trabalho utiliza-se o
método de Newton-Raphson na fase iterativa, com
o objetivo de dissipar as forcas residuais. Nesse
caso, a equacgdo do movimento pode ser escrita
como uma fungdo dos deslocamentos, desenvolvida
em série de Taylor com os termos de primeira
ordem, e uma estratégia incremental-iterativo é
estabelecida para a analise dinamica em passos de
tempo.

3.5 METODO DE NEWMARK

Como mencionado anteriormente, o
método de Newmark refere-se a uma familia de
processos implicitos de solucdo da equacdo de
movimento de um sistema. Sua concepg¢do é
baseada na varia¢do linear da acelera¢do ao longo
do intervalo de integracdao. Cabe ressaltar que o
procedimento classico de Newmark é utilizado no
presente trabalho para deslocamentos, velocidades
e acelera¢Oes translacionais, visto que, devido a
propriedade ndo aditiva das rotagdes finitas, o
processo de atualizagdo das rotagBes deve ser
cuidadosamente tratado. As relagbes padrdes para
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velocidade e deslocamento no passo de tempo n + Upq = Upyq + YAt Eq. [39]
1, se descrevem conforme as Equagdes 35 e 36. Upiq = Upyq + BAtR ML 4 Eq. [40]

1
Uy, = u, + Ati, + At? [(E - B) i, + Bﬁn+1]
Eq. [35]
Upyq = Uy + A[(1 — y)ii, + vilgg,] Eq. [36]
Em que: § e y definem como a aceleragdo
varia em um certo intervalo de tempo, a
estabilidade e a precisdao do método. Observe que

para ﬁ=1/4 e y=1/2, onde 0<B,y<1,
obtém-se o método da regra do trapézio, também
conhecido como o método da aceleracdo média.
Esses parametros estdo relacionados com a precisao
e estabilidade do método.

A partir das Equacgdes 35 e 36, define-se a
predicdo da velocidade e do deslocamento no passo
de tempo n+1, em fungdo das varidveis
conhecidas no passo de tempo anterior n, conforme

apresentado nas Equacdes 37 e 38.

Wy = Uy + Atit, + (3 — B) A%id,  Eq. [37]

Upyq = Uy + (1 —y)Atiy, Eq. [38]

Utilizando as varidveis preditas i,,, e
U,,,, a velocidade e o deslocamento no passo
tempo n + 1 se reescrevem conforme as Equacdes
39 e 40.

BAtZ

r(un+1) BAtZ

() = r(uly,) + 2055 Auk 4 o(auk)’ =

——M(up 1 —upyq) +C [un+1 + oo

* .k Y
~—M(u,; —upyq) +C [un+1 + Bt

Desse modo, a aceleracdo e a velocidade,
no passo tempo n + 1, podem ser expressas em
fungdo dos deslocamentos u;, 4 € U1, assumindo
a forma apresentada nas Equacdes 41 e 42.

L1 MY + (un+1 up.1)  Eq.[41]

Uyyq =

Uy = ﬁ(un+1 — Upi1) Eq. [42]
A forma discreta da equacdo ndo-linear do
movimento no passo de tempo n + 1 pode ser
expressa conforme a Equagdo 43.
Mii,; + Ciyyq + f,gn+1 = Pn+1 Eq.[43]

Substituindo a Equacdo 41 na Equacgdo 42,
tem-se a Equacgao 44.

Por se tratar de um problema nao-linear,
sua forma discreta gera forgas desiquilibradas ou
residuais que se escrevem conforme a Equagao 45.

Nesse caso, é necessario empregar uma
estratégia incremental-iterativa ao longo do tempo,
dissipar as
Consequentemente, expandindo em série de tempo

a fim de forgcas  residuais.
até os termos de primeira ordem o residuo na
iteragdo k, obtém-se o residuo na iteragdo k + 1,

representado pela Equagao 46.

At (un+1 - u:1+1)] + fgn+1 = Pn+1 Eq- [44]
(Uni1 = Upe)| +fg, . —Pne1 0 Eq.[45]
Eq. [46]
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Impondo que o residuo %1 seja nulo, Irnsall oy Eq. [54]
obtém-se da Equacdo 46 o incremento dos ||f“’n+1||

deslocamentos, que é utilizado para atualizar a
aceleragdo, a velocidade e o deslocamento na
iteragdo k+ 1. Por outro lado, considerando a
Equagdo 45, a matriz tangente iterativa I?n“ é
obtida conforme a Equacgao 47.

k+1
goooorn) 1 v o e,
T Gupy,  BAEZ T BAt T Qupyy
Eq. [47]
a k+1
= Yonss Eq. [48]

8n+1 Jup4q

Em que: K é a matriz de rigidez

In+1
tangente estatica; e Kpy 41 € @ matriz de rigidez
tangente dindmica representada pela Equacdo 50.
Portanto, em notagdo compacta, escreve-se a
matriz tangente iterativa total conforme a Equacao

49.

Rn+1 = Kpynn+1 + Kgn+1 Eq. [49]
1 Y
Kpynn+1 = WM + EC Eq. [50]

Enfim, se utilizam o deslocamento, a
velocidade e aceleragdo na iteragdao k+ 1, em
funcdo da correcio Au¥ obtida na Equacdo 46.
Levando-se em consideragao as Equagbes 41 e 42,

essas  atualizagdes assumem as  formas
apresentadas nas Equacgdes 51, 52 e 53.

ufll = ug,, +Au® Eq. [51]

uktl =gk 4+ X Agk Eq. [52]

BAt

1
BAt?

K1

gt =g, + Ak Eq. (53]

A convergéncia para as iteragbes de
equilibrio é dada pela Equagdo 54, sendo Tol um
valor prescrito de tolerdncia do erro.

3.6 EXEMPLOS NUMERICOS

Sdo apresentados nesse tdépico dois
exemplos de treligas planas. O primeiro trata-se de
um problema ja estudado com carregamentos
dindmicos por Zhu et al (1994) e o segundo
problema com carregamentos estaticos por
Kassimali e Bidhendi (1988) e Zhu et al (1994).

Para a andlise e geracdo das curvas, foi
desenvolvido um aplicativo nomeado PTRUSS-NLD
(Plane Truss Non-Linear Dynamic) na linguagem

MatLab®.

3.6.1 Arco treligado raso

O primeiro exemplo aqui considerado,
trata-se de uma estrutura proposta por Zhu et al
(1994), onde um arco raso trelicado bi apoiado
possui razdao de altura/extensdo de
aproximadamente 2%. As propriedades mecanicas
da secdo sdo apresentadas na Tabela 1. As
coordenadas nodais de parte da estrutura estdo
apresentadas na Tabela 2, visto que a trelica é
simétrica. As andlises foram realizadas com
tolerancia de 107°, utilizando-se 300 incrementos
de tempo com passo de tempo At =0,01. As
respostas dinamicas sao obtidas quando uma carga
P é aplicada na crista da trelica representada pela

Figura 3.

3.6.2 Trelica com duas barras

Devido a pequena quantidade de material
e de bons resultados presentes na literatura,
propde-se o estudo dindmico da trelica analisada
com carregamento estatico por Kassimali e Bidhendi
(1988) e posteriormente por Zhu et al (1994). Com
o objetivo de se compreender o comportamento
deformacional da estrutura no tempo para
carregamentos dinamicos distintos, foram feitas
qguatro analises aplicando as cargas ilustradas na
Figura 5 no nd dois da trelica com duas barras
apresentada na Figura 4.

As anadlises foram realizadas com
tolerancia de 10°, utilizando-se 300 incrementos de

tempo com passo de tempo At = 0,01.
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FIGURA 3: Arco trellgado raso bi apoiado
FONTE: Autoria propria (2016).

Tabela 1: Propriedades da segdo.
N/m?

Tabela 2: Coordenadas dos nds do arco trel|gado raso.

7,17 x "~ E=  7,7x10° N/m*
Ab = 160x10% m?(banzo) (mm) (mm) (mm) (mm)
Ad= 1,30 x 104 m2 (diagonal) 1 3429,00 0,00 6 1524,00 110,85
p= 2,768x10° kg/m? 2 3048,00 50,65 7 1143,00 87,99
FONTE: Autoria propria (2016). 3 2667,00 34,75 8 762,00 128,50
4 2286,00 83,82 9 381,00 100,05
5 1905,00 65,30 10 0,00 134,60

1,27

2,20
I 1

FIGURA 4: Trelica com duas barras.
FONTE: Autoria propria (2016).

PA Pi
3600 kN
Passo de carga
>t >t

(a)

(m)

FONTE: Autoria propria (2016).

Tabela 3: Propriedades da seg3o.

E= 2,00x10% N/m?
A= 6,45x10-* m?
p= 7,87x10° kg/m?
FONTE: Autoria propria (2016).
PAg000 kv PA
[5T00KN
>t t
- le o seno
0,2s 0,65

(d)

FIGURA 5: Tipos de carregamentos dinamicos analisados na trelica da Figura 4.
FONTE: Autoria propria (2016).

As analises foram feitas aplicando as
cargas na direcdo y do né dois com tolerancia de
1075, A primeira analise foi feita baseando-se no
tipo de carregamento apresentado na Figura 5a,
onde a estrutura é submetida a uma carga subita
definida por uma constante. Foram utilizados 800
incrementos de tempo com passo de tempo At =
0,0001.

A segunda analise foi feita simulando uma
carga rampa de duragdo infinita definida por um
carregamento linear seguido por um constante
(Figura 5b). Foram utilizados 400 incrementos de
tempo com passo de tempo At = 0,001.

J34 a terceira analise é feita uma simulagdo
de um pulso de carga com duracdo de 0,2 segundos
definido por um carregamento triangular (Figura
5c). Foram utilizados 4000 incrementos de tempo
com passo de tempo At = 0,0001.

Por altimo, foi realizada a quarta analise
da estrutura quando submetida a um carregamento
harménico com periodo de vibracdo T =0,6s
(Figura 5d), definida pela expressdo senoidal para o
E,(t) =

Foram utilizados 100

carregamento no topo da estrutura

5700 sen(1,6667 t) (kN).
incrementos de tempo com passo de tempo At =
0,05.
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4. RESULTADOS E ANALISES

4.1 ARCO TRELICADO RASO

Os resultados obtidos para o primeiro
exemplo estdao apresentados na Figura 6. Para esse
caso, foi analisado um passo de carga constante no
no dez do arco trelicado (Figura 3). Observa-se uma

boa historicos de

concordancia entre os
deslocamentos da trelica apesar de indicar uma
pequena defasagem de aproximadamente 0,01s.
Percebe-se que a formulagdo proposta nesse
trabalho representou melhor as nao-linearidades
apresentadas pela estrutura, visto que a curva
obtida por Zhu et al (1994) apresentou uma
oscilacdo harmonica suave.

Observa-se que a curvas apresentam
oscilacbes de média escala e de periodos com
valores similares. Segundo Zhu et al (1994), devido
as nado-linearidades presentes na estrutura, a
amplitude de vibragdo ndao serd a mesma, bem
como o periodo de oscilacdo. Ao estudar a curva em
um intervalo de tempo maior, percebe-se que a

tendéncia das amplitudes é aumentar.

4.2 TRELICA COM DUAS BARRAS

A seguir, na Figura 7, tem-se a resposta no
tempo obtida pelo programa PTRUSS-NLD para o
deslocamento no ndé dois da trelica quando
solicitada pelos carregamentos dinamicos.

Os resultados obtidos para o primeiro caso

95

(Figura 5a) estdo apresentados na Figura 7a.

Observa-se que o né apresenta oscilagGes
harmonicas suaves de grande escala. Segundo Zhu
et al (1994), devido as ndo-linearidades, a amplitude
de vibracdo aumenta com o passar do tempo
analisado.

Observa-se na Figura 7b um grande
deslocamento inicial que estabiliza 0,2 segundos
apos a insercao do carregamento. Apds 0,2
segundos o resultado apresenta uma oscilacdo
harmoénica suave de pequena escala com leve
variagdo de acréscimo da amplitude.

Na Figura 7c, observa-se que o né tem um
deslocamento inicial devido ao pulso de cargade 0,2
segundos. Apds esse intervalo de tempo, assim
como na Figura 7a, a oscilacdo tem uma tendéncia
de aumentar a amplitude de vibracdo devido as nao-
linearidades da estrutura. Percebe-se que ao inserir
um pulso de carga maior, consequentemente a ndo-
linearidade da funcdo se mostra mais visivel, além
de aumentar as amplitudes de oscilagdo.

No quarto caso apresentado na Figura 5d,
a insercdo do carregamento senoidal de frequéncia
f =1,6667 Hz gerou uma curva que capturou as
nado-linearidades da estrutura. Isto pode ser
observado nos picos de amplitude do grafico
apresentado na Figura 7d. Percebe-se que
amplitudes sempre serdo diferentes devido as ndo-
linearidades, o que pode levar a estrutura a entrar

em ressonancia.

0%
Y - —
\ e £ PTRUSS-NLD
a0\ e 2%
S ¥ [k PA
= # \ \
€0l e [+ \e 200N
£ A | | . Passo de carga
£ ol | ~¢e [y R
@ | % “‘.*
E 0251 ”; }k |« .
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2 st \\ \ / 3
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FIGURA 6: Resposta dinamica ndo-linear do arco trelicado raso bi apoiado.
FONTE: Autoria propria (2016).
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FIGURA 7: Resposta ndo-linear para os diferentes tipos de carregamentos dindmicos aplicado na estrutura: a) carga
constante; b) carga rampa; c) pulso de carga; d) carga senoidal com periodo de 0,6 segundos.
FONTE: Autoria propria (2016).

5. CONSIDERAGOES FINAIS

Foi utilizada a formulagdo corrotacional
com o intuito de analisar a ndo-linearidade
geométrica e o método de Newton-Raphson foi
utilizado para resolver os sistemas de equag¢des ndo-
lineares em conjunto com o método de Newmark
para a integragdo no tempo. O comportamento dos
carregamentos dinamicos aplicados em trelicas foi
estudado nesse artigo, onde, através dos exemplos
apresentados, pode-se concluir que a inclusdo de
nao-linearidades pode provocar grandes alteragdes
na resposta dinamica.

Considerando que Zhu et al (1994) utilizou
a formulag¢do Lagrangeana atualizada para a
obtencdo da resposta dindmica ndo-linear do arco

trelicado (Figura 3), quando comparada com os
resultados obtidos para a descricdo Corrotacional
no aplicativo PTRUSS-NLD, os
resultados se mostraram coerentes e satisfatorios,

implementada

pois possuem uma defasagem de aproximadamente
duas casas decimais. Observa-se ainda que em
fungdo da formulagdo proposta neste artigo
apresentar uma matriz de rigidez tangente iterativa
consistente (Equacdo 47), a mesma demonstrou a
capacidade de capturar grandes nao-linearidades
geométricas, diferente da resposta apresentada por
que Zhu et al (1994).

Apesar do segundo exemplo ter apenas
duas barras, o mesmo demostrou apresentar
grandes ndo-linearidades. Dessa forma, os autores

recomendam a utilizagdo desses resultados para a
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validacdo de outras formulagdes que levem em
consideracdo a nao-linearidade geométrica em
analises dinamicas nao-lineares.

Por conseguinte, este trabalho contribui,
principalmente no cenario nacional, ao estudo da
ndo-linearidade geométrica no campo da andlise
dindmica ndo-linear de trelicas planas, uma vez que
a pesquisa bibliografica realizada revelou existir
uma escassez de trabalhos sobre esse tema no
Brasil. Além disso, a formulacdo proposta no
trabalho
potencialidade para andlise estrutural dindmica

presente demonstrou ter grande

nao-linear de trelicas planas esbeltas, o que torna a
sua aplicagdo muito interessante em projetos
estruturais do campo da engenharia civil e
engenharia mecanica que utilizem esse sistema
estrutural.
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