REEC - REVISTA ELETRONICA DE ENGENHARIA DIVIL

Volume 13, N°2, 1-16

“REEC

Lt D I Gmmm  Www.reec.com.br Jul 2017 - Dez 2017 N
E . . nstrugio Chvil
L ‘— i‘— https://revistas.ufg.br/reec/index Arar swien:
N e ) b S
e
Transperies

Weio Ambiente

ANALISE NAO-LINEAR DE ARCOS UTILIZANDO O ELEMENTO DE VIGA
UNIFICADO BERNOULLI-TIMOSHENKO E A FORMULAGAO CO-

ROTACIONAL

Nonlinear analysis of archs using the beam element unified Bernoulli-Timoshenko

and the co-rotational formulation

Gabriel Costa de Oliveira', William Taylor Matias Silva?

Recebido em 23 de setembro de 2016; recebido para revisdo em 20 de fevereiro de 2017; aceito em 24 de margo de
2017, disponivel on-line em 29 de margo de 2017.

PALAVRAS CHAVE:

Formulagdo co-rotacional;
Elemento de viga;
Bernoulli-Timoshenko;
Modos de deformagdo
naturais;

Métodos de elementos
finitos;

Nao-linearidade
geométrica.

KEYWORDS:

Co-rotational formulation;

Bernoulli-Timoshenko
element beam;

Natural modes of
deformation;

Element finite methods;
Geometric nonlinearity.

* Contato com os autores:

1e-mail: bielcostadeoliveira@gmail.com

RESUMO: Neste trabalho é descrita a formulagdo co-rotacional de um elemento de
viga unificado, que engloba as teorias de Euler-Bernoulli e de Timoshenko e que nédo
apresenta bloqueio por cisalhamento. A cinemdtica co-rotacional se baseia na
separagdo do movimento de um sélido em uma parte deformacional, e a outra, em
movimento de corpo rigido. O movimento deformacional do elemento é descrito
por trés modos naturais de deformacdo relacionados aos esforcos axial, de flexdo
pura e de flexdao simples, respectivamente. Os esforgos internos gerados pelos
modos de deformac¢do naturais sdo autoequilibrados, o que permite obter uma
matriz de rigidez tangente consistente. Descreve-se de forma detalhada a obtencdo
das matrizes de rigidez geométrica e material. Por meio de alguns exemplos
numeéricos é demonstrada a habilidade do elemento de viga unificado em lidar com

grandes translagdes e rotagdes de corpo-rigido.

ABSTRACT: This present paper describes the co-rotational formulation for unified
beams, that combine the Euler-Bernoulli and the Timoshenko theories, witch don’t
have problems with shear locking. The co-rotational cinematic is based on the
separation of the montion in deformational and rigid body components. The
deformation movement of the element is described by three natural modes of
deformation related to the axial efforts, pure bending and simple bending. The
internal forces generated by the natural deformation modulus are self-equilibrated
which allows to obtain a consistent tangent stiffness matrix. Development of the
geometric and the material stiffness matrix is described in details. Throughout some
numerical examples present the ability of the co-rotational formulation for unified

beams to handle with large translations and rotations of rigid body.
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1. INTRODUGAO

A analise ndo-linear de estruturas vem se
tornando cada dia mais importante para o estudo
real de problemas encontrados na engenharia.
Devido a evolucdo dos materiais, constroem-se
estruturas cada vez mais esbeltas, capazes de se
deslocarem no espago sem necessariamente
perderem suas propriedades materiais e, a partir
torna-se melhor

disso, imprescindivel um

entendimento do comportamento da ndo-
linearidade geométrica de estruturas.

Utilizada para elementos submetidos a
pequenas deformacgbes e grandes deslocamentos
de corpo rigido, o que caracteriza a ndo-linearidade
geométrica, a separacdo dos movimentos foi o
grande trunfo da formulacdo co-rotacional, o que
facilitou o entendimento do significado fisico da
decomposicdo de movimentos, além de gerar
simplificacdbes importantes nas formulagGes
matemadticas podendo a deformacdo da viga ser
modelada por uma teoria aproximada de vigas.
Conforme Reddy (2006), a formulagdo cinematica
co-rotacional tem origem no Teorema da
Decomposicdao Polar, desenvolvido no ambito da
Mecanica dos Meios Continuos, e que sugere a
separacdo dos movimentos em movimento de
corpo rotacbes) e

deformacional.

rigido (translagbes e

Grandes avancos dessa  descricao
cinematica se deram na indUstria aeronautica e
aeroespacial nas décadas de 50 e 60 do século
passado. Em Wempner (1969),

conceito da descrigdao cinematica co-rotacional em

introduz-se o

um contexto do Método dos Elementos Finitos
(MEF). Uma ideia recente, abordada em Yaw et al
(2008), propde a formulagdo co-rotacional em um
contexto do Método Sem Malha (Meshless),
contudo este aparenta ser o Unico trabalho na drea.
Um histérico completo da formulagdo co-rotacional
pode ser visto em Felippa & Haugen (2005).

No que diz respeito a formulacdo co-
rotacional descrita na nesta pesquisa, sdo
combinados dois modelos matematicos baseados
na hipdtese de comportamento elastico e isotréopico
do material. Estes modelos sdo bastante utilizados

na mecanica estrutural para discretizar elementos

2
de viga que compdem as estruturas. O primeiro
deles refere-se a teoria cladssica de viga e é
conhecido como modelo de Euler-Bernoulli (teoria
simplificada). O segundo é conhecido como teoria
de vigas de Timoshenko (teoria geral). Embora
amplamente utilizados, em certas situaces esses
modelos apresentam falhas.

No decorrer do trabalho, serd apresentada
a formulagdo co-rotacional desenvolvida por Krenk
(2009), que utilizou os modos de deformagdo
natural propostos por Argyris et al (1979), para
buscar simplificacdes considerdveis que pudessem
ser obtidas por meio da
deformacgdo dos modos naturais, desde que em

representacdo da

termos adequados. Em relacdo a esses termos,
existem diferentes formas para seleciond-los, mas,
nesse contexto, convém utilizar, além do modo de
deformacdo axial, outros dois modos de
deformagdo: o simétrico e o antissimétrico. O
primeiro faz referéncia ao modelo de Euler-
Bernoulli, e o segundo, ao modelo de Timoshenko.
Esses combinados formam uma robusta ferramenta
para calculo de estruturas sujeitas a ndo-linearidade
geométrica, e a essa combinacdo da-se o nome de
teoria de viga unificada Bernoulli-Timoshenko. Essa
teoria tem como trunfo evitar o bloqueio por
cisalhamento (shear locking), problema recorrente
no calculo de vigas, como pode ser visto em Matias

(2015).

2. OBJETIVOS

O principal objetivo da presente pesquisa
é, por meio da cinemdtica da formulacdo co-
rotacional, descrever o comportamento ndo-linear
geométrico de arcos planos discretizados em
elementos de viga unificados Bernoulli-Timoshenko,
de maneira a apresentar uma formulagdo simples
de ser formulada e implementada na analise de
estruturas sujeitas a grandes deslocamentos e
rotacbes e que ndo apresentam bloqueio por
cisalhamento.

3. DESCRIGAO CINEMETICA CO-ROTACIONAL

Na formula¢gdo em questdo, equag¢des do

Método dos Elementos Finitos (MEF) sdo
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formuladas a partir de duas configuragdes de
referéncia: uma configuragcdo base, geralmente a
configuragdo inicial do elemento de viga (Cy), que
permanece fixa ao longo de toda a andlise, e a partir
dela sdo medidos os deslocamentos de corpo rigido;
e outra movel, denominada configuracdo co-
rotacional (C,), utilizada para medir os
deslocamentos deformacionais. Além disso, dois
sistemas de coordenadas sdo utilizados: um global
(X,Y), fixo, e outro, local (x,, y,), moével, localizado
no eixo do elemento e o acompanha durante toda a

analise (Figura 1).

) (X2, ¥2)

X, X

FIGURA 1: Cinematica co-rotacional.
FONTE: Autoria Prépria (2016).

A Figura 1 apresenta o elemento de viga
unificado de nés 1 e 2 submetido a trés

configuragdes. Inicialmente, o elemento se
encontra na configuragdo inicial (Cy). Em seguida,
por meio da aplicagdo dos movimentos de corpo
rigido, o elemento passa a configuragdo co-
rotacionada (C,.). Por fim, a partir das deformagdes
no elemento co-rotacionado, chega-se a
configuracdo final (C) do elemento.

Os graus de liberdade do elemento
relativos aos deslocamentos da viga podem ser
descritos tanto em relagdo ao sistema global,

Equacao 1,

uT = {ul 171 91 uz Uz 02} Eq [1]

quanto ao local, Equagdo 2, representado pelo
superindice “e”,

w' ={u¢ vf 6,° u§ v§ 65} Eq.[2]

3
Em que:

u” e u¢” = vetores de deslocamentos global e
local;

1 e 2 = subindices relacionados ao né do
elemento.

u e uf = graus de liberdade referente aos
movimentos de translacdo no sentido horizontal;

v e v® = graus de liberdade referente aos
movimentos de translagdo no sentido vertical;

0 e ¢ =graus de liberdade referente as rotacdes.

Os seis componentes de deslocamento
citados requerem a existéncia de seis componentes
de forga correspondentes. Logo, os vetores de forga
global e local, Equacgdes 3 e 4, sdo, respectivamente,

fT={a frn Mmi fro fy2

e

flr=0a fa méfs fh ms) Eq.[4]

mz}  Eq. [3]

Em que:

fle feT = vetores de forcas global e local;

f e fs = forgas referentes aos movimentos de
translacdo no sentido horizontal;

[y e f3 = forgas referentes aos movimentos de
translagdo no sentido vertical;

m e m® = momentos referentes as rotagées.

3.1 DESLOCAMENTO DE CORPO RIGIDO

A primeira etapa do processo da
formulagdo co-rotacional consiste em descrever os
deslocamentos de corpo

rigido, no qual os

movimentos de translagdo e rotagdo sdo
considerados (Figura 2).

A configuracdo C_0 do elemento refere-se
ao estado em que a viga ainda se encontra
indeformada e ndo deslocada. Nesse momento, o
comprimento e o angulo inicial do elemento sdo
representados por L_ 0 e ¢_0, respectivamente.
Sendo o angulo inicial, calculado a partir da relagao
trigonométrica tan (1/2 ¢). Logo, tém-se as

Equagdes 5 e 6.
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X, X

FIGURA 2: Deslocamento de corpo rigido.
FONTE: Autoria Propria (2016).

Lo = VAX? + AY?2, Eq. [5]
— 2arct (LO - AX) Eq. [6]
o = 2arctan AY ) qg.

Em que:
L, = comprimento inicial;
AX =X, —X;;
AY =Y, - Y;;
@, = angulo inicial.

Partindo da configuragdo inicial (Cgy), a
aplicacdo dos movimentos de corpo rigido implica
um vetor de deslocamentos u,, referente ao eixo do
elemento, em que as duas primeiras linhas do vetor
representam os graus de liberdade referentes a
translagdo ut; enquanto a terceira linha representa
a rotagdo de corpo rigido (6,) que ocorreu da
posicdo inicial (@) para a co-rotacionada formando
o angulo final (¢). Desse modo, tem-se a Equagdo 7.

Uy + uq
— ",
U, =V, +v p = {Ur}. Eqg. [7]
o
2 r
® = 9o)

Em que:
u, e u, = vetor de deslocamentos de corpo rigido
e deslocamento horizontal de corpo rigido;
» = deslocamento vertical de corpo rigido;
0,. = rotagdo de corpo rigido.

Para o calculo do angulo ¢, na configuragdo C,.,
tem-se a Equacgao 8.

4

@ = 2arctan (M ) Eq. [8]
Ay
Em que:
@ = angulo final;
AX = x, — xq;
Ay =y, = y1.

3.2 DESLOCAMENTO DEFORMACIONAL

A descrigdo inteira do movimento do
elemento de viga requer seis componentes, em que
trés sdo usados para descrever os movimentos de
corpo rigido e os outros trés, para descrever a
deformacdo da viga. Os trés ultimos definem trés
modos de deformacdo natural do elemento
estudado: (a) axial, (b) por flexdo simétrica e (c) por
flexdo antissimétrica (Argyris et al, 1979). Desse
modo, a essas trés configuracdes de deformacao,
relacionam-se trés internas

pares de forgas

equivalentes (Figuras 3a, 3b e 3c).

(a)
Xé \Q/v
(b) (c)

m W e
wb S el

FIGURA 3: Modos naturais de deformagao e par de
forgas correspondentes. (a) Deformacao axial. (b)
Deformacgdo por flexdo simétrica. (c) Deformacgdo por
flexdo antissimétrica.

FONTE: Autoria Prépria (2016).

Note que os sistemas apresentados pelas
Figuras 3a e 3b ja se encontram autoequilibrados,
enquanto que, o sistema representado pela Figura
3c necessita da aplicacdo de um par de forgas
cortantes (Q = 2M, /L) de sentidos opostos para
que se estabeleca o equilibrio estatico. Mais a
frente, dentro da matriz de rigidez da viga, serd visto
que esse par de forgcas cortantes levard a
consideracdo do efeito da deformacao cisalhante na

flexdo de vigas referente ao modelo de Timoshenko.
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Devido aos movimentos deformacionais
considerados para a analise da devida conjuntura,
sendo eles deformacao axial, por flexdo simétrica e
antissimétrica; o elemento em questdo possuira,
respectivamente, os seguintes vetores de
deslocamento e de forcga interna relacionados entre

si, Equagdes 9 e 10.

Eq. [9]

T={N M; My} Eq. [10]

Em que:

ug e fg = vetores de deslocamentos e forgas
internas;

u e N = deformacéo e forga axiais;

0, e M, = rotacdao e momento simétricos;

0, e M, = rotagdo e momento antissimétricos.

A configuracdo final do elemento,

resultado das trés configuracdes apresentadas,
resulta na Figura 4.

7
M9y
B LI, @

FIGURA 4: Configuracdo final.
FONTE: Autoria Prépria (2016).

Dessa forma, a deformacdo axial, a
rotacdo por flexdo simétrica e antissimétrica
equivalem, respectivamente, as EquacGes 11 a 13.

u=~L-1L, Eq. [11]
05 = 92 - 91 Eq [12]
Uy, — UV
9a=92+91—2%. Eq. [13]
Em gue:
V2—V1

— = 0,, para pequenas rotagdes;

5
0, e 0, = rotacdo final nos nos.

As variaveis 6, e 8,, presentes na Figura
(4), denotam o angulo formado pela resultante das
deformacdes por flexdao simétrica e antissimétrica
dos nds 1 e 2, respectivamente, enquanto 6, e 0,
representam aqueles angulos (6’_1 e 9_2) somados ao
angulo co-rotacional (6,.).

E importante destacar que, a deformacio
por flexao antissimétrica apresentada pela Equacdo
(13) possui em seu termo 6,, que possibilita o
aparecimento de grandes rotacdes. Dessa forma,
tem-se a Equacgao 14.

0, =74 (6, +m) — . Eq. [14]

Em que:
A funcdo mod é aplicada para garantir que o angulo

0, esteja entre 0° e 360° graus, enquanto a
componente m faz com que o angulo 8, seja um
angulo absoluto medido a partir do angulo zero.

4. OBTENCAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO
ELEMENTO

Na formulacao co-rotacional, as
propriedades do elemento s3o primeiramente
obtidas em termos de um sistema local de
referéncia, por meio da transformagao da matriz de
rigidez deformacional K, para a matriz de rigidez
K., para que posteriormente esta matriz de rigidez
seja transformada em uma matriz de rigidez
relacionada a um sistema global de referéncia K. A
seguir, serdo apresentados os passos que levardo a
construgdo da matriz de rigidez global K do

elemento de viga unificado.

4.1 MATRIZ DE TRANSFORMAGCAO

Em se tratando do vetor de forgas internas
(f4), é possivel relaciona-lo com o vetor de forgas
locais (f¢) e globais (f), desde que o sistema de
coordenadas esteja alinhado, como pode ser visto
na Figura 5.

Nesse processo, por meio de uma matriz
de transformacdo S (6X3), ocorre a transformacao
de um conjunto reduzido de varidveis de forgas
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internas (3X1) para um conjunto completo de
variaveis de forgas generalizadas locais (6X1), como
descrevem as Equacdes 15 e 16, respectivamente.

FIGURA 5: Vetor de forgas nodais. (a) Forgas internas.
(b) Forgas em coordenadas locais. (c) Forgas em
coordenadas globais.

FONTE: Autoria Propria (2016).

fal 10 o0
1 | 0 0 2/L | N
e
Y= 1 Lok g 6]
fal |1 o o |y
fo| |0 0 2|
el o1 1

E para transformar o conjunto de forcas
locais (vetor 6X1) em um conjunto de forcas globais
(vetor 6X1) basta multiplicar aquela pela matriz de
rotacdo R (6X6), como apresentado pelas Equagdes
17.

A expressdo da matriz de
rotacdo é dada pela Equacdo 18.

cosp —seny () 0 0 0

seng cosp 0 0 0 0

| o 0 1 0 0 0
k=15 0 0 cosp —senp 0 Eq. [18]

0 0 0 senp cosp O

0 0 0 0 0 1

Logo, substituindo a Equacdo (15) na
Equacdo (17), tem-se a Equacdo 19.

6

De maneira semelhante as forgas, os
deslocamentos também podem ser relacionados.
Dessa forma, ao relacionar os deslocamentos
deformacionais (uy) com o sistema de
deslocamento local generalizado do elemento (uf),
surge a transposta da matriz de transformacao,

Equacao 20, de forma que

u,; = STue. Eq. [20]

Neste caso, em vez de utilizar a matriz de
transformacdo para expandir a quantidade de
termos, como realizado no caso das forgas, utilizou-
se a transposta da matriz de transformacdo, que
tem o papel de retirar as componentes dos modos
naturais de deformagdo (u;) do deslocamento
local generalizado (uf), como expresso pela
Equacgao 20.

Utilizando-se do mesmo procedimento
empregado anteriormente para relacionar forgas

globais a partir de forcas locais por meio da matiz de

rotacdo, para os deslocamentos, tem-se a
Equagdo 21.
u = Ru®. Eqg. [21]
Logo, por meio das Equacdes (20) e (21),
os deslocamentos deformacionais podem ser
expressos por meio da Equagado 22.
u,; = STuR” Eq. [22]

Enquanto os deslocamentos globais podem ser
apresentados por meio da Equagdo 23.

u=S""u,R. Eq. [23]

4.2 MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO

A matriz de rigidez do elemento de viga
estudado (K€) consiste na soma de duas parcelas.
Uma parcela K., pertencente a uma contribuicao de
rigidez tangente da configuragdo co-rotacionada, e
que caracteriza a ndo-linearidade geométrica do
elemento. A outra parcela Ky, decorrente dos
modos naturais de deformacgdo e conhecida como a
matriz de rigidez constitutiva do elemento. Esta
ainda, pode ser decomposta em rigidez material
(Kg,mat) € rigidez geométrica local (Kg geo)-

Segundo Krenk (2009), o procedimento
padrdo para obtencdo da rigidez tangente consiste
em considerar o incremento do trabalho virtual



G.C. DE OLIVEIRA;  W.T.M.SILVA

REEC — Revista Eletrénica de Engenharia Civil Vol 13- n22 (2017)

usado para expressar equilibrio. No caso de
elementos co-rotacionais, somente o trabalho
virtual externo é utilizado. Portanto, isso conduz a
consideracdo do incremento de trabalho virtual
externo aplicado (8V = du’ f). No célculo desse
incremento, o vetor de deslocamento virtual (du)
pode ser considerado constante, e assim tem-se a

Equagao 24.

d(sv) = su' df. Eq. [24]

A rigidez tangente sera obtida da relagdo
incremental das forgas generalizadas encontradas a
partir da Equacdo (19) substituidas em (24).
Portanto, tem-se a Equagao 25.

Eq. [25]

A variacdo do vetor de forgas internas
(df 4) possui uma relagdo com a variagdo do vetor
de deformagdo interna (dug,), que pode ser
expressapordf,; = K dug, em que K, representa
a matriz de rigidez relacionada aos modos naturais
de deformacdo do elemento. Diferenciando a
Equagdo (20), relacionando-a com a equagdo de
equilibrio do incremento de forgas internas, e
substituindo o resultado encontrado na Equagdo
(25), determina-se, apds algum algebrismo, a
Equacao 26, seguinte:

dfe = [SK4ST + f4(dS + RTdR S)du® ™" |due.
Eq. [26]

Dada a variagdo da equacdo de equilibrio
local df® = K®du®, depreende-se da Equagdo (26)
que a matriz de rigidez (K®) é igual a Equacdo 27.

K¢ = SK;ST + f4(dS + RTdR S)du®™ .
Eq. [27]

Dessa forma, nota-se que a matriz de
rigidez do elemento pode ser representada em duas

7

parcelas. A primeira, relacionada a matriz
constitutiva (K;) e a segunda, a matriz de rigidez
geométrica co-rotacional (K,), que pode, dessa

maneira, ser descrita como a Equacgao 28.

K, = f4(dS+ RTdR S)du®”"  Eq.[28]

Logo, tem-se que a matriz de rigidez local
é igual a Equacdo 29.

K¢ =SK, ST + K,. Eq. [29]

4.3 MATRIZ DE RIGIDEZ CO-ROTACIONAL

A resolucdo da Equacdo (28) resulta na
matriz de rigidez co-rotacional, expressa pela
Equacgao 30.

0 @ o 0 —-Q o0

_1 9 0 0 0
K=o -0 0 o o of FEa[30

Q -N 0 Q N O

lo o o 0o o ol

4.4 MATRIZ DE RIGIDEZ MATERIAL

Para os calculos que se seguem, sera
considerada uma viga linear, homogénea e elastica;
consideragbes essas que terdo efeito de
simplificagdo da formulagdo. A presenca de trés
modos de deformacdo implicarda em uma matriz de
rigidez material com dimensao 3X3.

Baseando-se no Principio dos Trabalhos
Virtuais Complementares (PTVC), encontra-se o
primeiro termo da diagonal da matriz de rigidez, que
representa a rigidez relacionada ao maédulo de

deformacao axial, Equacdo 31.

=Nu =

> dx Eqg. [31]

1 fLN(x)Z
, 2EA %

Partindo da igualdade entre N(x) e N,
evidenciada por meio da equacdo de equilibrio
estatico para o primeiro modo de deformacdo;
supondo E, A e L constantes; isolando a forga axial;
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e diferenciando a Equa¢do (31); encontra-se a
rigidez referente a deformacgdo axial, Equagdo 32.

EA EA

dN = Tdu 4 kl,l = T. Eq [32]

O segundo termo da matriz de rigidez
material do elemento também advém do PTVC, e
estd relacionado a deformacgdo por flexdo simétrica,
que pode ser expressa por meio da Equacao 33.

dx. Eq. [33]

1 LM (x)?
EMSQS = f
0

2E1

Partindo da igualdade entre M(x) e M,
evidenciada por meio da equacdo de equilibrio
estatico para o segundo modo de deformacdo;
supondo E, A e L constantes; isolando o momento
simétrico; e diferenciando a Equacdo (33); encontra-
se a rigidez referente a deformacdo por flexao
simétrica, Equacdo 34.

EIl EIl
dMS = Tdes - k2'2 = T. ECI [34]

O terceiro termo da matriz de rigidez

material, referente ao par de momentos
antissimétricos e equilibrado por forgas cortantes
presentes nas extremidades do elemento, também
pode ser determinado a partir do PTVC, dado por

meio da Equagdo 35.

L 2 2
lMaea=J M) Q0 g 135)
0

2 2E1 2GA,

Na Equagdo (35), Ay corresponde a drea
da sec¢do transversal corrigida pelo fator de forma,
que leva em conta o efeito da distribuicdo das
tensdes de cisalhamento na secdo transversal.
Partindo das igualdades M(x) = M,[(2x/L) — 1] e
Q = 2 M, /L, evidenciadas por meio da equagdo de
equilibrio estatico para o terceiro modo de
deformacdo; supondo E, A e L constantes; isolando
0 momento antissimétrico, encontra-se a
deformacdo por flexdo antissimétrica expressa pela

Equacao 36.

8

Eq. [36]

a

3EI

_ ( llia) 0,
L

em que as varidveis da Equacdo 36 sdo expressas

pelas Equacdes 37 e 38.

1

— Eq. [37

Ya 1+® 9. 137]
12EI o 138
T GA L2 a

Desse modo, observa-se a presenca do
parametro de cisalhamento (®), que considera o
efeito de deformacdo cisalhante na flexdo de vigas.

Diferenciando a Equacdo (36), tem-se que
a rigidez referente a deformacdo por flexdo
antissimétrica é expressa por meio da Equacdo 39.

_ 3Ely,
L

3EI
d@a d k3,3 = Lll]a

M, Eq. [39]

Por ndo haver relagdo entre os modos de
deformacdo natural, os demais termos da matriz de
rigidez material serdo zeros, portanto, de posse das
Equacdes (32), (34) e (39), tem-se a Equacdo 40.

([EA 0 0
Kimae=-|0 EI 0 ] Eq. [40]
0 0 3Ely,

4.5 MATRIZ DE RIGIDEZ GEOMETRICA LOCAL

Além de Kg;q¢, @ matriz de rigidez
geométrica local (K4 40,) também esta associada a
matriz constitutiva (K;) do elemento. A rigidez
geométrica local surge devido ao esforgo axial que
ocorre quando o elemento de viga sofre um
incremento de rotagdo de corpo rigido. Seu calculo
é realizado a partir da equacdo diferencial que
governa o comportamento de uma viga-coluna
submetida a flexdao e sujeita a esfor¢cos normais.
Para efeito de calculo, ndo serd utilizada a forca
cortante, pois, segundo Krenk (2009) a contribuicdo
geomeétrica para arigidez dos modos de deformagao
local pode ser avaliada sob a hipdtese simplificadora
de desaparecimento da deformacgdo cortante, em
que os resultados tornam-se muito simples e
geralmente bastante representativos, Equacao 41,



G.C. DE OLIVEIRA;  W.T.M.SILVA

REEC — Revista Eletrénica de Engenharia Civil Vol 13- n22 (2017)

Eq. [41]

A varidvel p é nula por ndo haver
carregamento transversal distribuido. Assim, a
contribuicdo de rigidez geométrica local sera obtida
por meio de incrementos de trabalhos virtuais.
Desse modo, aplica-se um deslocamento virtual
(6w), seguido da integragdo por partes da Equagdo
diferencial (41) obtendo-se a Equacdo 42.

6V—fL5 Y NEY e kq. 142
A w dx* dxz )&% F9
Posteriormente, algumas conhecidas

relacdes de condi¢cdes de contorno, como rotacao
da viga (8), momento fletor (M) e forca cortante (Q)
sdo aplicadas. Além disso, ha a desconsideracdo de
rotagoes portanto d(6w) e suas
derivadas sdo iguais a zero. Por fim, a Equacdo (42)

espaciais,

resulta na Equagdo 43.

J‘L d8wN J (dW) N dZSWEI 4 d?w 4
o L dx dx dx? dx? )| ¥
= [660 d(M) + 5w d(Q)]5.
Eq. [43]

Como a rigidez por flexdo vem do esforco
axial que ocorre quando o elemento de viga sofre
um incremento de rotagdo de corpo rigido e a forg¢a
cortante é considerada nula, leva-se em
consideragdo somente uma parcela da Equacgdo

(43), portanto, tem-se a Equacdo 44.

Ldsw dw
YN d (—) dx = [66 d(M)]L. Eq. [44]
o dx dx

Para simplificacdo das equacgbes que se
seguem, as deformag¢des em x sdo transformadas
para um espago normatizado &, de -1 a 1. Logo, tem-
se a seguinte relacdo expressa pela Equacgao 45.

L
x =E(1+§). Eq. [45]

9

De posse da Equagdo (44), o préximo
passo consiste em calcular as fun¢des de forma que
serdo aplicadas a Equacdo (44) para que a rigidez
geométrica local da deformacdo por flexao
simétrica e antissimétrica seja encontrada.

Arigidez por flexdo simétrica é encontrada
considerando-se uma viga biapoiada sujeita a
momentos fletores simétricos em seus nds (apoios).
De posse da equagdo de rotacdo da viga, com as
condicbes de contorno essenciais (n6 1, x = 0; nd 2,
x = L) ja aplicadas, e da Equagdo (45) substituindo-
as na equacado da linha eldstica dessa viga, resulta na
Equacgao 46.

w= —%(1 — £2)0,. Eq. [46]

Aplicando a equagdo encontrada um
incremento de deslocamento da linha eldstica e em
seguida a regra da cadeia, sabendo-se da relacdo
a2

oy encontrada por meio da Equagdo (45),

obtém-se a Equagao 47.

d(dw>_1 10
) = $dbs.

> Eq. [47]

O mesmo procedimento é realizado para
os deslocamentos virtuais, de forma que chega-se a
Equacao 48.

Eq. [48]

Substituindo as Equacgbes (47) e (48) na
Equacdo (44), tem-se que a rigidez por flexdo
simétrica (k) é igual a Equagdo 49.

1 1
dMg; = —NL dfs - kg = ENL Eq. [49]

12

Ao realizar os mesmos procedimentos
aplicados para encontrar a rigidez por flexdo
simétrica para a flexdo antissimétrica, tem-se, para
a derivada do incremento da equagdo da linha
deslocamento

elastica e do virtual,
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respectivamente, as Equagdes 50 e 51.

dw _ 1 )
d (E) = _Z(l —382)de, Eq. [50]
déw 1
(1 —3¢2 Eq. [51
Ix 2 (1 —3&2)456,. a.[51]

Desta maneira, substituindo as Equacoes
(50) e (51) na Equacdo (44), tem-se que a rigidez por
flexdo antissimétrica (k) € igual a Equagdo 52.

1 1
M, = 55 NL B > kg =55 NL.  Eq.[52]

20

Por fim, obtém-se a matriz de rigidez
pertinente a rigidez geométrica local, Equacdo 53,
com uma contribuicdo de rigidez referente a
deformacdo por flexdo simétrica Equacdo (49), e

outra, referente a deformacdo por flexdo
antissimétrica Equagdo 52.
© 9 0
Kd,ge(,:NLIO 12 OI. Eq. [53]
I 1|
lO 0 %J

4.6 MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO
ELEMENTO

A montagem da matriz de rigidez local do
elemento, Equagdo 54, se da a partir das matrizes de
rigidez tangente (30), (40) e (53) encontradas.

K¢ = S(Kgmat + Ka geo)S™ + K;.  Eq. [54]

Assim, separando a parcela de rigidez
material das parcelas de rigidez geométrica, tem-se
que a contribuicdo de rigidez material (SKd,matST)
em formato de matriz em bloco é igual as EquacGes
55a57.

EA 0 0
Iz
El El
Ki;=]0 12%0 73 67 Eq. [55]
EI EI
l 0 6l;ba L_Z (3¢a + 1) T

10
K%, = K%,
EA 0 0
&
3 El EI Eq. [56]
= 0 —121,baﬁ 61/)aﬁ
El El
l 0 _61»0:1? (371[}(1 1) TJ
EA 0 0
i ]
El El
K5, =|0 127z —6%aps Eq. [57]
El El
l 0 _61/)11? (371[}(1 + 1) TJ

enguanto que a contribuicdo de rigidez geométrica
(SKd,ge(,ST + K,) é expressa pelas Equagdes 58 a
60 .

0 0 0
1[ 6N 1 NL
K%, =le 5 10 Eq. [58]
1 2
_ _ 2
0 ToNL NL
Kiz =K§1
[0 _6Q 10 1
_l-e -av  —m | Ea[se]
_Z 5 10
| 0 1 NL ! NL2|
| 10 30 |
[0 Q 0
6
1| —N - NL|
K3, =1 5 10 Eq. [60]
I0 1NL 2 L?
10— NV

Para encontrar a matriz de rigidez global,
basta multiplicar a equacdo de equilibrio local pela
matriz de rotacdo e, em seguida, substituir a
derivada da  Equacdo(21), que relaciona
deslocamentos locais e globais, na equacdo de
(df = Kdu),

equilibrio  global resultando na

Equacgdo 61.

df = RK°R" du. Eq. [61]

Logo, a matriz de rigidez tangente global
do elemento pode ser expressa pela equagdo 62

K = RK°RT. Eq. [62]
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5. METODOLOGIA

Inicialmente, para simular o}

comportamento de estruturas submetidas a

grandes deslocamentos, foram desenvolvidas

matematicamente formulagdes da teoria
cinematica co-rotacional, em um contexto de MEF
apresentadas por Krenk (2009), que serviram de
base para o desenvolvimento da rotina "co-rotating-
2Dbeam90". Nesse sentido, foi proposto por meio
da rotina, um elemento de dois nds, com trés graus
de liberdade por né, totalizando seis graus de
liberdade por elemento. Os graus de liberdade do
elemento foram compostos pela soma de trés
movimentos de corpo rigido e trés movimentos
deformacionais. Por meio do Principio dos
Trabalhos Virtuais (PTV), foi possivel chegar a
formulagdo da matriz de rigidez do elemento, sendo
essa matriz a soma de uma parcela geométrica e de
outra constitutiva. A parcela geométrica é
responsdavel por descrever os movimentos de corpo
rigido que caracterizam a ndo-linearidade da
formulagdo, enquanto a parcela constitutiva refere-
se aos modos de deformacdo naturais, e se divide
em uma parte de rigidez material (calculada por
meio do PTVC) e em outra parte de rigidez
geométrica local (calculada a partir da equacdo
diferencial que governa o comportamento de uma
viga-coluna). De posse das matrizes de rigidez
geométrica e constitutiva, a matriz de rigidez do
elemento é montada e, em seguida, por meio das
matrizes de rotagdo, a matriz de rigidez global do
elemento é calculada.

As formulacbes matematicas de técnicas
de solucdo numérica para tracar caminhos de
equilibrio — como os conhecidos Métodos de
Comprimento de Arco (MCA), com restricdo no
hiperplano atualizado, apresentadas por Ramm
(1981) — sdo utilizadas para tragar o caminho de
equilibrio das estruturas em um espago carga-
deslocamento, mostrando-se a grande capacidade
desses métodos em ultrapassar e superar pontos
criticos.

Por fim, foi verificada a coeréncia dos
resultados  confrontando-os com  exemplos
extraidos da literatura. Para tal, foram analisados

exemplos numeéricos submetidos a grande nao-

11
linearidade geométrica.

6. EXEMPLOS NUMERICOS

Para a analise ndo-linear geométrica de

arcos planos, a formulacdo co-rotacional
desenvolvida foi implementada junto ao MCA
proposto por Ramm (1981),
elaborada em linguagem FORTRAN para a resolugao

dos exemplos propostos a seguir: Arco circular de

em uma rotina

grande altura rotulado-engastado com
centrada, Arco abatido bi-rotulado com carga

excéntrica e Arco semicirculo bi-rotulado com carga

carga

centrada e excéntrica, todos discretizados em
elementos de viga unificado Bernoulli-Timoshenko.
Esses sdao exemplos discutidos por diversos autores
na literatura a fim de analisar efeitos significativos
da ndo-linearidade geométrica em estruturas, assim
como a presenca de limit points, de turning points e
de loopings nos caminhos de equilibrio carga-
deslocamento tracados. Os pontos criticos foram
detectados por meio do Current Stiffness Parameter
(CSP) desenvolvido por Bergan et al (1978) e Bergan
(1980).

6.1 ARCO CIRCULAR DE GRANDE ALTURA
ROTULADO-ENGASTADO COM CARGA CENTRADA

O exemplo consiste em um arco circular de
grande altura engastado-rotulado submetido a uma
carga vertical centrada, localizada em seu dpice,
com sentido voltado para baixo, como apresentado
na Figura 6. Nesta Figura, também encontram-se as
propriedades mecanicas e geométricas do arco
estudado.

([l
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FIGURA 6: Arco circular de grande altura rotulado-
engastado com carga centrada.
FONTE: Autoria Prépria (2016).
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A condicdo de contorno rotulada,
localizada no lado esquerdo da estrutura, permite
com gue a mesma rotacione no local, enquanto a
direita, onde o apoio é engastado, qualquer
movimento de translacdo ou rotacdo encontra-se
restrito. Para resolucdo do sistema, a estrutura foi
possuindo

consequentemente 21 nds; em seu topo, no nd 11,

discretizada em 20 elementos,
localiza-se uma carga concentrada. Foram aplicados
100 passos de carga com um comprimento de arco
de 12,1 e uma tolerancia relativa as normas
residuais de 1.1075.

O caminho de equilibrio da estrutura no
espaco referente  aos
movimentos de translagdo (u e v) do né 11 (nd de

carga-deslocamento

referéncia) foi tracado conforme a Figura 7, na
qual os deslocamentos em v apresentam o
fenbmeno de snap-back. Para a validacdo dos
resultados encontrados, os caminhos de equilibrio
foram confrontados aos apresentados por
Simo & Vu-Quoc (1986) e Fujii (1989), observando-
se excelente concordancia entre os resultados,
inclusive préximo aos pontos limites de carga, local
em que ha a presenca de grande nao-linearidade,

como pode ser visto na Figura 7.

Atual u - = = Atualv

A Simo & Vu-Quoc (1986) u X Simo & Vu-Quoc (1986) v

A Fujii (1989) u b3 Fujii (1989) v
12 .
i
10 \ ¥
% ¥
8 ¥ X 7
T -
— 4 L £
g 4 f 7
-3 & /
a y k ¥
| #
3
x #,@x’?{
_ Ko
-2 i
-20 20 60 100 140 180 220

uev

FIGURA 7: Caminhos de equilibrio do arco circular de
grande altura rotulado-engastado com carga centrada
em relagdo aos deslocamentos em horizontais e
verticais.

FONTE: Autoria Propria (2016).

Os passos 36 e 65 representam,
respectivamente, o ponto maximo (limite) de carga,

equivalente a 9,0861, e o ponto minimo (limite) de

12
carga, igual a -0,8095, determinados a partir do
critério CSP.
encontrados, o ponto limite de carga maxima ainda

Para validacdo dos resultados
pode ser comparado a solucdo analitica encontrada
por Da Deppo & Schmidt (1975), que apresentou um
limite de carga maxima de 8,97, diferindo de 1,01%
da solucdo encontrada pela presente pesquisa.
Pode-se, ainda, comparar o resultado ao valor de
carga maxima de 9,24, encontrado por Wood &
Zienkiewicz (1977), que difere de 0,98% da atual
pesquisa. Em relacdo a solucdo analitica, pode-se
notar que a atual pesquisa ainda possui melhores
resultados se comparado ao resultado encontrado
por Wood & Zienkiewicz.

A Figura 8 apresenta a configuragdo
inicial e as configuracbes deformadas do arco nos
passos 20, 36, 65 e 100, demonstrando, dessa
forma, a grande ndo-linearidade geométrica
presente no exemplo estudado, assim como a
habilidade do elemento unificado em lidar com

grandes deslocamentos e rotagdes.

—&— Inicio —@— Passo 20 —@— Passo 36

@— Passo 65 —@— Passo 100

100
50 (»a
g el T2ed
S0l o

50 Jo g Mg

“yt Py
-100 ubj
-150

-200 -150 -100 -50 0 50 100 150

FIGURA 8: Configuragao deformada do arco circular de
grande altura rotulado-engastado com carga centrada.

FONTE: Autoria Prépria (2016).

6.2 ARCO ABATIDO BI-ROTULADO COM CARGA
EXCENTRICA

O segundo exemplo a ser analisado,
Figura 9, consiste em um arco raso com uma carga
vertical P localizada em seu topo e com um
momento Pxe representando sua excentricidade.
Seus apoios de segundo género apenas permitem
que haja rotacdes em seus apoios. Na Figura 9, se
mecanicas e

encontram as  propriedades

geomeétricas do arco abatido.
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E = 5.55x10°

G = 2.14x10°

1 = 0.0036

A =0.36 I:| h
e=0.2

f =5/6 b

b = 0.6v3

h = 0.2v3

FIGURA 9: Arco abatido bi-rotulado com carga excéntrica.
FONTE: Autoria Propria (2016).

Para a resolucdao do exemplo, a estrutura
foi discretizada em 20 elementos iguais, possuindo,
consequentemente, 21 nés. Foram aplicados 315
passos de carga, com comprimento de arco de
0,0085 e uma tolerancia para convergéncia da
norma residual de 1.107°. Como né de referéncia,
utilizou-se o n6é de numero 11 e, dessa forma,
tracaram-se os graficos de carga-deslocamento em
relacdo as direcGes u e v, Figuras 10 e 11,
respectivamente. Estes graficos foram comparados
aos resultados evidenciados por Chan e Chui (2000),
observando-se uma boa concordancia entre os
resultados. Pode-se notar, além da existéncia de
loopings, a presenca dos fendbmenos de snap-back e
snap-through nos caminhos de equilibrio tracados.

—Atual x Chan & Chui (2000)

3

2
a1
a

0

_1 T

-12 -8 -4 0 4 8 12
u.103

FIGURA 10: Caminho de equilibrio do arco abatido bi-
rotulado com carga excéntrica em relagdo aos
deslocamentos horizontais.

FONTE: Autoria Propria (2016).
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—— Atual x  Chan & Chui (2000)
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FIGURA 11: Caminho de equilibrio do arco abatido bi-
rotulado com carga excéntrica em relagdo aos
deslocamentos verticais.

FONTE: Autoria Prépria (2016).

Para uma melhor Vvisualizacdo da
deformacdo da estrutura, na medida em que sao
aplicados passos de carga, a Figura 12 ilustra o arco
abatido em suas configuracdes deformadas nos
passos inicial, 30, 119, 172, 246 e 315, que foram
propositalmente escolhidos por representarem os
pontos criticos encontrados por meio do CSP.
Percebe-se por meio da figura os grandes
deslocamentos que o elemento de viga unificado foi

capaz de descrever.

—&— Inicio —@—Passo30 —@—Passo 119

—@— Passo 172 —@— Passo 246 @— Passo 315

25,4
25,2
25,0
24,8
24,6
24,4
24,2
24,0
23,8

-6 -4 -2 0 2 4 6

FIGURA 12: Configuragdo deformada do arco abatido bi-
rotulado com carga excéntrica.
FONTE: Autoria Prépria (2016).

6.3 ARCO SEMICIRCULO BI-ROTULADO COM
CARGA CENTRADA E EXCENTRICA

Com a finalidade de estudar a grande nao-
linearidade ligada a arcos, assim como o fenémeno
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do looping, é plotando o caminho de equilibrio do
arco semicirculo bi-rotulado com carga centrada e
excéntrica (Figura 13) no espago carga-
deslocamento, e, dessa forma, é verificanda a
presenca de um grande nimero de limit points e
turning points. As propriedades mecanicas e
geométricas do arco semicirculo podem ser
encontradas na Figura 13.

Como condi¢Ges de contorno essenciais, o
arco possui dois apoios de segundo género,
permitindo, dessa forma, a rotagdao no local. Em se
tratando de condicdes de contorno naturais, para o
primeiro exemplo estudado, foi aplicada uma carga
centrada -P no alto do arco semicirculo. Ja para o
segundo exemplo estudado, aplicou-se uma carga
excéntrica P, com um angulo em relagdo ao eixo
de B =m/50,

imperfeicdes na estrutura.

a fim de

vertical representar

ST RIPTOM

FIGURA 13: Arco semicirculo bi-rotulado com carga
centrada e excéntrica.
FONTE: Autoria Propria (2016).

Para a resolugdo do exemplo com carga

centrada, o sistema foi discretizado em 50
elementos de mesmo comprimento, possuindo,
portanto, 51 nds. Foram aplicados 420 passos de
carga com um comprimento de arco constante de
12,0 e uma tolerancia relativa as normas residuais
de 1.107°. A Figura (14) corresponde ao caminho de
equilibrio no espago carga-deslocamentos verticais
da estrutura com relacio ao ndé 26 (né de
referéncia). A fim de verificar a concordancia dos
resultados obtidos, na Figura 14, foram
apresentados os limit points obtidos por Yang e Kuo

(1994).

14
—— Atual x Yang e Kuo (1984)
200
150 4
100 - k
A E— N
o O .......

. N
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-200

0 20 40 60 80 100
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FIGURA 14: Caminho de equilibrio do arco semicirculo
bi-rotulado com carga centrada em relagdo aos
deslocamentos verticais.

FONTE: Autoria Prépria (2016).

Por meio do CSP, no gréafico da Figura 14,
foram detectados seis limit points e cinco turning
points. Os seis limit points foram comparados aos
encontrados por Yang e Kuo (1994) e apresentados
na Tabela 1.

TABELA 1: /imit points comparados para o arco

semicirculo bi-rotulado com carga centrada.

Atual Yang e Kuo (1994) Diferenga
1 8,123 8,186 0,78 %
2 -21,672 -21,928 1,17 %
3 47,768 48,648 1,81 %
4 -80,462 -82,900 2,94 %
5 126,104 129,841 2,88%
6 -179,417 -182,003 1.42%

FONTE: Autoria prépria.

Com relagdo aos limit points, tanto por
meio da Figura 14 quanto pela Tabela 1, é possivel
perceber a grande equivaléncia entre os resultados
obtidos pela atual pesquisa e os encontrados por
Yang e Kuo (1994).

Os turning points serviram de base para a
montagem da configuracdo deformada da estrutura
(Figura 15). configuragdes
representam a deformada do arco de um turning

Sendo assim, as
point a outro.

Para a resolugdo do sistema imperfeito
(carga excéntrica), foram realizadas as mesmas
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etapas e utilizados os mesmos dados apresentados
para o sistema perfeito (carga centrada), exceto que
foram aplicados 500 passos de carga. O grafico no
espaco carga-deslocamentos verticais em relacao
ao né 26 (né de referéncia), comparado ao
apresentado por Yang e Kuo (1994), é apresentado
pela Figura (16).

Por meio da Figura 16 e da Tabela 2, é
possivel comparar os resultados dos nove limit
points obtidos por Yang e Kuo (1994), em que
nota-se boa concordancia dos resultados em
detrimento da baixa diferenca percentual
encontrada entre eles.

Alguns dos turning points serviram de
base para a montagem da configuracdo deformada
da estrutura, conforme ¢é apresentado pela

Figura 17.

—e— |nicio —&— Passo 43 —e— Passo 80
—&— Passo 151 —e— Passo 228 —e— Passo 340
—e— Passo 420

50

-50 i i
-50 -30 -10 10 30 50

FIGURA 15: Configuragdo deformada do arco
semicirculo bi-rotulado com carga centrada.
FONTE: Autoria Propria (2016).
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FIGURA 16: Caminho de equilibrio do arco semicirculo
bi-rotulado com carga excéntrica em relagdo aos
deslocamentos verticais.

FONTE: Autoria Propria (2016).
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TABELA 2: /imit points comparados para o arco

semicirculo bi-rotulado com carga excéntrica.

Atual Yang e Kuo (1994) Diferenga
1 5,802 5,813 0,19%
2 -8,482 -8,498 0,19%
3 16,143 16,149 0,04 %
4 -22,026 -22,162 0,61%
5 38,789 38,566 0,58 %
6 -49,702 -49,896 0,39%
7 65,990 64,875 1,72 %
8 -82,417 -82,420 0,004 %
9 107,433 104,611 2,70 %
FONTE: Autoria propria.
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FIGURA 17: Configuracdo deformada do arco
semicirculo bi-rotulado com carga excéntrica.
FONTE: Autoria Prépria (2016).

7. CONCLUSOES

No presente trabalho, a formulagdo co-
rotacional foi utilizada como descricdo cinematica
com o objetivo de avaliar o comportamento ndo-
linear geométrico na analise estatica estrutural. O
método de comprimento de arco possibilitou o
estudo das trajetdrias de equilibrio tanto na fase
pré-critica quanto na fase pds-critica. Desse modo,
foi possivel realizar um estudo completo e uma
andlise precisa do comportamento do sistema
estrutura como um todo.

No ambito da formulacdo co-rotacional, a
separa¢do do movimento do elemento de viga em
movimentos de corpo rigido e deformacional, por
cinematica co-rotacional,

meio da descricdao

permitiu a decomposi¢ao da matriz de rigidez em
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duas parcelas, material e geomeétrica,
possibilitando, de maneira simples, a inclusdao dos
efeitos da ndo-linearidade geométrica.

A definicdo dos modos deformacionais
simétrico e antissimétrico (adicionado a uma forca
cortante) permitiu gerar esforcos internos
autoequilibrados, em que, por meio da aplicacao
dos PTVC, propiciou-se a obtencdao da matriz de
rigidez, que leva em consideracdo as hipoteses de
Euler-Bernoulli e de Timoshenko. Ressalta-se, nesse
ponto, que a adicdao de uma forga cortante levou a
matriz de rigidez a apresentar o parametro de
rigidez referente ao cisalhamento de vigas
submetidas a flexao.

Os exemplos de arcos analisados puderam
demonstrar a grande habilidade do elemento de
viga unificado em lidar com estruturas na presenca
de grandes deslocamentos e  rotagdes,
caracterizadas por forte ndo-linearidade geométrica
e a presenca de limit points, turning points e
loopings.

Por fim, os resultados numéricos obtidos
apresentaram boa concordancia se comparados a
exemplos extraidos da literatura. Conclui-se, dessa
maneira, que a formulag¢do co-rotacional proposta,
assim como a estratégia de solugdo ndo-linear
empregada, apresenta bons resultados na descricdo
de estruturas sujeitas a grandes ndo-linearidades
geomeétricas, ndo havendo a presenca do shear

locking.
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