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RESUMO: Neste trabalho apresenta-se uma descricdo Lagrangeana Total para
retratar sélidos elastoplasticos sob deformacdo finita. Discretiza-se estes sélidos
com elementos de trelica 2D e 3D com o intuito de obter analiticamente o vetor de
forgas internas e a matriz de rigidez tangente. Assume-se um modelo constitutivo
hiperelastico para o estado uniaxial de tensdo-deformacao, utilizando a tensdo de

Kirchhoff e a deformagdo logaritmica, que formam um par energeticamente

conjugado. Para descrever as deformacgdes plasticas finitas utiliza-se a hipotese da

PALAVRAS CHAVE: decomposi¢do multiplicativa do estiramento uniaxial do elemento de trelica. Por
Formulagdo lagrangeana fim, apresentam-se algumas simulagdes numéricas de sélidos 3D discretizados com
total; elementos de treliga 2D e 3D.

Deformacgoes

elastoplasticas finitas; ABSTRACT: This paper presents a Lagrangian Total description to describe

Elementos de barra

T elastoplastic solids under finite deformation. These solids are discretized with truss
biarticulados.

elements 2D and 3D aiming to obtain analytically internal force vector and the

KEYWORDS: tangent stiffness matrix. Are assumed a hyperelastic constitutive model for the state
Total langrangian of uniaxial stress-strain using the Kirchhoff's stress and logarithmic strain, to form a
formulation; conjugate pair energetically. To describe the finite plastic deformation using the
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elements. element. Finally, we present some numerical simulations of solid 3D discretized with

hypothesis of the multiplicative decomposition of uniaxial stretching of the truss
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1. INTRODUGAO

Citar as inumeras contribuicdes cientificas
das dultimas décadas dedicadas ao estudo e
desenvolvimento do método dos elementos finitos
aplicado na analise ndo-linear da mecanica dos
solidos seria uma tarefa Herculea, porém deste fato,
salta a vista, a importancia e a
conquistada pela mecanica computacional em
diversos tecnologia de ponta
desenvolvidas pelo homem na atualidade. Tornou-
se quase imperativo, para o avan¢o da ciéncia,
compreender e simular os fendmenos ndo-lineares
em diversas areas do conhecimento, tais como,
biomecanica, mecanica dos fluidos, geotecnia,
mecanica dos solidos, engenharia de tecidos
humanos, etc. Na area dos métodos numéricos
aplicados a engenharia, por exemplo, recomenda-se
a leitura das seguintes referéncias: Crisfield (1991),
Crisfield (1997), Simo e Hughes (1998), Belytschko
et al (2000), Doyle (2001), Wriggers (2002), Koji¢ e
Bathe (2005), Bonet e Wood (2008), Wriggers
(2008), Neto et al (2008), Krenk(2009), Voyiadjis e
Woelke (2010), Borst et al. (2012) e Hashiguchi e
Yamakawa (2013).

Decorre, dai, a necessidade de difundir os
conceitos basicos e fundamentais da andlise nao-
linear através do método dos elementos finitos,
imbuido deste espirito, o trabalho, aqui
apresentado, sem maiores pretensdes tedricas, tem
como objetivo apresentar uma anadlise tedrica e
numérica de sélidos elastopldsticos sob deformagao
finita discretizados com elementos de barra
biarticulados 2D ou 3D. Propde-se
elementos de barra Dbiarticulados por sua
simplicidade tedrica, o que permite descrever,
facilmente, a do movimento do
elemento e obter o vetor de forgas internas e a
matriz de rigidez tangente analiticamente, que sdo
elementos imprescindiveis para uma analise nao-

relevancia

setores de

utilizar

cinematica

linear em mecanica dos sélidos. Para simular
deformacgdes finitas,
modelo constitutivo hiperelastico para o estado
uniaxial de tensdo-deformacao, utilizando a tensao
de Kirchhoff e a deformacgdo logaritmica, que
formam um par energeticamente conjugado. Para
descrever as deformacgdes plasticas finitas utiliza-se
a hipdétese da decomposicdo multiplicativa
do estiramento uniaxial. Por fim, apresentam-se

elasticas assume-se um
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algumas simulagdes numéricas de sdlidos 2D e 3D
discretizados com elementos de trelica 2D e 3D,
respectivamente.

2. DESCRICAO CINEMATICA DO ELEMENTO BI-
ARTICULADO 3D

Para expressar as varidveis cinematicas na
configuracdo indeformada, definida no instante t =
0, utilizam-se as coordenadas materiais (X1, X,, X3),
enquanto que, na configuracao deformada, definida
no instante t, usam-se as coordenadas espaciais
(x1,%5,x3) conforme se mostra na Figura 1. No
instante t = 0, o comprimento do elemento, a area
da secdo transversal e seu volume sdo dados por L,
A e V, respectivamente. Apdés o elemento
sofrer grandes translacdes, grandes rotacles e
deformacdes finitas ele ocupa a configuracdo
deformada no instante t. Neste instante, o
comprimento do elemento, a area da secdo
transversal e o volume sdo dados por [, a e v,
respectivamente. O comprimento e a direcdo
do elemento no instante t sdo expressos, em
funcdo das coordenadas X, e X, como
l:\/(fb_fa)'(fb_fa) e ﬁ:%(fb_fa),
respectivamente. Ainda no instante t, U, e U
representam deslocamentos incrementais das
extremidades do elemento a partir deste intante.
Observe que estes deslocamentos n3ao sdo os
deslocamentos entre as configuragdes indeformada
e deformada. Sob a hipdtese de que o elemento
sofre deformagdes uniformes, pode-se definir uma
medida de deformagdo a partir do estiramento

expresso por A = % Por outro lado, a relagdo entre
os volumes do elemento, entre os instantest = 0 e
t, é escrita como ] = 5 Se o elemento alonga de dl
a partir do comprimento atual [, a deformacdo
instantanea é definida como de =%. Integrando

esta deformacgdo instantanea ao longo do elemento
entre os instantes t =0 e t, pode-se definir a

~ I Ldl
deformagdo logaritmica como & =1InA= fL .

Considerando-se que as deformacbes normais ao
eixo do elemento bi-articulado sejam iguais em
todas as direcbes, que é o caso de materiais
deduzse que J=A0"2) oy

1\ (1-2v)
v="V (—)

L
se encontra detalhada no Quadro 1.

isotropicos,

. A demonstracdo desta expressdo
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X, z,

FIGURA 1: Movimento do elemento biarticulado 3D.
FONTE: Préprios autores.

. |

VariagBes instantaneas
(v +dv,a+da,r+dr)

37

Volume atual v=al
Area atual a = nr?
5 g A dl
Deformagdo axial instantanea de = "
~ . R dr dl
Deformacgdo radial instantanea de, =—= —VT
T
Variagdo volumétrica instantanea dv =adl + lda
dl
Onde da = 2ndr = 2a— = —ZaVT
T
Assim dv = adl — 2avdl = (1 — 2v)adl
dv dl
ou —=0-2v)—
v l

Assumindo que v = cte e integrando chega-se a

vdy Ldl
—=0-2v) | —

v V L !
l

v
In—= (1 —2v)In-
ng ( V) ns

ou

l (1-2v)

e

FONTE: Préprios autores.
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2.1 LINEARIZAGAO DAS VARIAVEIS CINEMATICAS

Para obter a matriz de rigidez tangente
utilizada na solugdo de um sistema de equagdes de
equilibrio ndo-lineares é necessario linearizar as
variaveis cinematicas do elemento biarticulado. A
linearizagdo das varidveis cinematicas serd obtida
através da derivada direcional em relagdo aos
deslocamentos incrementais das extremidades do
elemento definidos a partir da configuracdo
deformada. A derivada direcional do vetor 1 =

X, — X4, € dada por meio da Equacdo 1.

D(Xp — X)[u] = e |le=o0(Xp + €ty
— Xg — €ly) Eq. [1]
= (ﬂ)b - ﬁa)

A derivada direcional do comprimento

atual [ do elemento pode ser obtida mais facilmente
DI(%)[u] = 2IDL(x)[u],
DI(®)[i] = -DI2@)[H]. A

derivada direcional de 1?2 é dada por meio da

notando que

consequentemente,
Equacao 2.

DI = = lecol Gy + el — %
- eﬁa)
~(Xp + €up — %y
- Eaa)}
= z(fb - fa) ' (ab - aa)
— 20 - (i — i)

Eq. [2]

A partir da qual obtém-se a Equagdo 3.

DI(O)[u] =7 - (Up — Uq) Eq. [3]

De maneira similar, serd util para

derivagOes futuras, a seguinte relagdo (Equagao 4).

DI7Y(X)[u] = —1?DI(®)[u]
= —1727- (G, —1,) 9 [4]
Por ultimo, a derivada direcional da
deformacio logaritmica, e = InA = In({/L), é dada
pela seguinte expressdo

38
De(X¥)[u] = D(n (%) — In L)[u]
1
= 7 DI@)[a] Eq. [3]
= Tﬁ - (dp — tg)
3. FORCAS INTERNAS E MODELO

CONSTITUTIVO HIPERELASTICO

Conforme mostra-se na Figura 2, as forgas
internas £, e f, sdo facilmente determinadas em
funcdo da tensdo verdadeira de Cauchy o, da drea
da secdo transversal a e da dire¢do 71 do elemento
bi-articulado. Portanto, escrevem-se estas forgas
como t, = —can e t, = —oan, e
consequentemente, a for¢a axial pode ser escrita
t = |t = 7] = oa.

admitindo que o elemento bi-articulado possa

como Como se esta
sofrer deformacGes finitas é necessario definir um
modelo constitutivo hipereldstico. Neste caso,
admite-se a existéncia da energia de deformagao, ¥,
por unidade de volume inicial, ¥V, quando o
elemento bi-articulado se desloca da configuracao
indeformada para a configuracdo deformada. Em
qualquer instante t a forca axial t(l) atuante no
elemento depende do comprimento [. Se o
elemento se alonga de uma pequena quantidade dl,
entdo o trabalho interno é dado por t(1)dl e o
trabalho total por unidade de volume inicial é
escrito conforme a Equacdo 6.

1 (! Loa
w:VfL t(l)dl:f i Eq. [6]

L

Levando em conta que v=al e a
deformacdo instantanea, de = dl /I, a expressdo da
energia interna pode ser reescrita conforme a
Equagdo 7.

" flo'adl J‘lv dl J‘l] p
=| —dl=| —o—=| Jode
4 Vol L

1
=frds
L

T=]Jo

Eq. [7]
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Em que T € denominada tensdo de
Kirchhoff.  Nota-se que esta tensdo ¢é Conal 1
energeticamente conjugada com a deformacao 1/)=Ef ln(z>T=EE(lnA)2=>r
instantanea porque define a quantidade de energia b di Eq. [9]
de deformacdo armazenada no elemento por T d(np)

unidade de volume inicial através do trabalho T X
de.

1371

FIGURA 2: Forgas internas do elemento de barra
biarticulado 3D. FONTE: Préprios autores.

Assume-se que o médulo de Young E é
dado pelo gradiente da tensdao de Kirchhoff T em
relacdo a deformacdo logaritmica ¢, isto é, E =
dt/de ou dt = Ede, e que E seja constante.
Portanto, pode-se escrever que

T ldl

f dt=E | —

0 L !
t=EInA

Note que novamente a deformagdo

Eq. [8]

logaritmica, In A, surge naturalmente como integral
da deformacdo instantdnea, de. Substituindo a
equacdo (8) na equacgdo (7) obtém-se a energia de
deformacgdo por unidade de volume inicial como

Frequentemente, a equacao (9) é utilizada
para definir materiais hipereldsticos. Se o material
for incompressivel, v=1/2 e J =1, chega-se a
relagdo o = E'InA. Por fim, utilizando as relagdes
v=al]=v/V,6 =(1/])tet =EInA], asforgas
internas podem ser reescritas como

. 1 Vv, VE N
tb——‘canz—‘[?n:TlnAn
v
- Eqg. [10
= 1'EAInAR a. [10]
Za:_zb

4. MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

A matriz de rigidez tangente do elemento
biarticulado é obtida através da derivada direcional
do vetor de forcas internas com relagdo a posicdo
atual X, na direc3o dos deslocamentos incrementais
das extremidades do elemento, isto é,
Df(e)(ic’(e))[ﬁ’(e)] = [K](Te)ﬁ(e). Partindo das forcas
internas atuantes em uma das extremidades do
elemento e a deformacgdo axial do mesmo, que sdo
Eb=‘rzr_i e e=1n(£),

l L
respectivamente, e, além disso, utilizando as
equacgdes (1), (3), (4) e (5), obtém-se a matriz de
rigidez tangente de acordo com os passos algébricos
mostrados a seguir

expressos  por

Dt,(®)[u] = Dr(®)[u] %ﬁ + 1D G (5&)) [@]7 + T%Dﬁ(f) [u]

de

= @ Kﬁ +1D <K (f)) [a]7 + TKDT_{(J_E) [i]

V — =
+ 2 @y — ) Fa. 1111

W
2( _ua)

ZT 1 - (U — ua) n+ TVD(l L)@ +
G (xb ~ £+ 7D, — £)))
= %IVZ - (U — U + 27VD (171 (D)) [l
_dtV _,
= =7 (U — Uy )7 — l—TVn(ub —U N + (ub Uy)
dtV 2tV
= (gep =) @ B+
dtV 21V N N (14 -
= (El_z - l_z) [n ® M 3x3 Uy — Ug) + 3 [3x3 (W — ta)

dtVa 20a

(___ - —) [ Q M]3xs (U — Uy) + %[1]3”(171) — 1)

devl l



W.T.M.SILVA;  W.A.DASILVA; M. A.N. DE BRITO

REEC — Revista Eletrénica de Engenharia Civil Vol 13- n21 (2016)

Observe que a pendultima expressdo da
equacdo (11) esta escrita em funcdo da tensdo de
Kirchhoff, enquanto que a ultima expressao esta
expressa em funcdo da tensdo verdadeira de
Cauchy. Lembrando que D, (%)[u] = —Dt,(®)[u]
e apds um rearranjo em forma matricial dos termos
da equacdo (11), chega-se a

Df(e)(f(e))[ﬁ’(e)] — [K]gf)ﬁ'(e)

— Kaa Kab] {ﬁa}
Kba Kbb ﬂb

Eq.[12]

onde  [Klaq = [Klpp = kI7i ® Al + 7 [[axs;
[Klap = [Klpqe = —[Klpp, k é o coeficiente de
rigidez do elemento de barra biarticulado e, t = ga,
é a forca axial atuante no elemento. O coeficiente
de rigidez k requer o célculo do modulo elastico

tangente, que neste trabalho assume-se um valor
d
constante dado por d—z = E. Portanto, pode-se

escrever a seguinte expressdo para o coeficiente de
rigidez k

40
dtVa 2t VEa 2t
k%aﬁ‘ﬂ—@T'ﬂ
= l—Z(E —27) Eq.[13]
A
= /1_1 T(E - 2’[)

5. COMPORTAMENTO ELASTOPLASTICO

Neste item, estende-se a formulagao
anterior para incluir as deformagbes permanentes
no elemento de barra biarticulado. Admite-se que o
material do elemento apresenta um
comportamento elastopldstico com endurecimento
isotropico. Para maiores detalhes consultar o
capitulo 1 da referéncia Simo e Hughes (1998).
Neste trabalho discute-se com mais detalhes a
decomposicdao multiplicativa do estiramento do
elemento para simular deformacdes plasticas finitas
e sua implementacdo computacional. No Quadro 2
detalha-se os principais conceitos da teoria da
plasticidade para o estado unidimensional de

tensdo e com deformacées infinitesimais.

QUADRO 2: Plasticidade unidimensional com endurecimento isotrdpico.

i Relagdo tensdo-deformacgao

T=E(€—€p)

&, = v sign(1)
a=y
iii. Critério de escoamento

f,a)=ltl = (z, + Ha) < 0

y=0,f(t,a) <0,yf(tr,a) =0

V. Condicdo de consisténcia

yf(T,a) =0(se f(r,a) = 0)

ii. Regra de fluxo plastico e lei de endurecimento isotrépico

iv. Condi¢des de complementariedade de Kuhn-Tucker

FONTE: Préprios autores.
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5.1 DECOMPOSICAO MULTIPLICATIVA DO
ESTIRAMENTO

Suponha que no instante atual t a tensao
de Kirchhoff no elemento de barra bi-articulado
tenha ultrapassado o limite de escoamento do
material Ty. Neste instante o estiramento do

. l .
elemento é dado por A = T Agora, admita-se que a

forca axial atuante no elemento seja retirada,

portanto, uma parte da deformacdo sera

recuperada elasticamente enquanto que a outra
parte sera permanente no elemento, cujo
comprimento sera dado por l,,. De acordo com a
Figura 3, define-se como estiramento eldstico a

~ l . ‘-
relagdo 4, =1 e como estiramento plastico a
D

!
A, =L Por fim,
L

decomposicdo multiplicativa do estiramento da

relacao adota-se uma

barra em uma parte eldstica e em uma parte
plastica, tal que, 1 = A.4,,.

L
S
)\)
/o
X, xz,
}Ximz
X,z

FIGURA 3: Decomposi¢cao multiplicativa do estiramento
do elemento de barra biarticulado 3D.
FONTE: Préprios autores.

Como ja foi dito, a configuragdo
descarregada tem um comprimento l,, que pode
ser vista como uma nova configurag¢do a partir da
qual o elemento é estirado elasticamente até a
configuracdo atual, definida pela coordenada X e
referéncia

com comprimento [. Este estado

alternativo, é denominado de configuragdo

ineldstica ou pldstica. Ao aplicar a funcgdo
logaritmica no estiramento A atual da barra, surge

naturalmente uma decomposi¢do aditiva entre as

41
componentes elastica e plastica da deformacao
logaritmica, que se expressa como

In2=1n(2,4,) =In2, +In2,

e=Ind e =Ink, g =InA, Eq. [14]

e=¢ tg,

Observe que a ultima expressdo da
equacdo (14) corresponde a decomposicdo aditiva
empregada na teoria de deformacgbes plasticas
infinitesimais, conforme descrita no Quadro 2.
trabalho,
integracdo implicito para integrar o modelo de

Neste adota-se um esquema de
plasticidade finita. Portanto, torna-se necessario a
definicdo das varidveis cinemdticas em pontos
discretos do dominio no tempo, isto &, levar em
conta o incremento destas varidveis ao longo do
tempo. Portanto, de acordo com a Figura 4,
considera-se um passo de tempo At durante o qual
a barra se move da posicao n no instante t para a
posicdo n + 1 no instante t + At. Os comprimentos
da barra nos instantes t e t + At sdo [, e L4,
respectivamente. A cada incremento de tempo, isto
é, entre os instantes t e t + At podem ser definidas
as configuracOes descarregadas da barra, que sdo
definidas por l, , e [, 41, respectivamente. Caso
ndo haja deformacgdes plasticas neste intervalo de
tempo entdo, consequentemente, [, , =

1

lp,n+1-

FIGURA 4: Valores discretos das variaveis cinematicas do
elemento de barra biarticulado.
FONTE: Préprios autores.
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De acordo com a Figura 4, podem-se
definir os seguintes estiramentos: 1) Entre as
configura¢des indeformada e deformada no

: Ll 1
instante t, A, = Agpdpn = l—"fp =% 2) Entre as
P

indeformada e deformada no
t + At,

Loy L l .
Tt Pl _ il Como ponto de partida, na
lpn+1 L L

auséncia de uma informagado melhor, admite-se que
durante o incremento de tempo At, o elemento de
barra biarticulado sofre somente deformacdes
elasticas, desta maneira, o estiramento A,,; pode
Ser  expresso decomposigdo
multiplicativa entre o estiramento plastico 4,5

configuragdes

instante Ans1 = Aepsidpnsr =

como uma

definido no instante anterior t e uma estimativa de
estiramento eldstico, tal que,

__ qtrial trial __ -1
An+1 - )‘e,n+llp,n = Ae,n+1 - An+11p,n

ln+1 L ln+1

Eq. [15]

L L, L,

42

Aplica-se a fungdo logaritmica no
estiramento elastico definido na equacgdo (15), para
obter a decomposicao aditiva das deformacdes, que

Se expressa como

In(253%1) = n(Aus1dpn

=Ini,, —Ing,, Eqg. [16]

trial
= ge,n+ 1

= &py1 — gp,n

Portanto, a estimativa para o estado de

tensdo no instante t 4+ At serd dado pela expressao

trial _ trial
Th+1 = Ege,n+1-

algoritmo implicito, denominado return mapping,

No Quadro 3 descreve-se o

utilizado neste trabalho para integrar o modelo de
plasticidade aqui descrito. A deducdo detalhada
deste esquema de integragdo encontra-se no
capitulo 1 da referéncia Simo e Hughes (1998).

QUADRO 3: Algoritmo Return Mapping.

i Calculo da tensao trial

trial __
Tht1 = E(£n+1 - gp,n)
ii. Caélculo do critério de escoamento trial

faid = 1ol = Gy — Hay)

If fral < 0 then

n+1

— trial
Tn+1 = T+t

Passo Elastico = { &, 441 = &y, = €Xit
An+1 = Apn

else

trial
fati

(E+H)

-~

Ay =

L - trial
Passo Plastico =

Epn+1 = Epn T AY sign(‘r
Up1 = ap + Ay

endif

— : trial
Tor = TS — EAy sign(t

FONTE: Préprios autores.
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6. EXEMPLOS NUMERICOS

A seguir, dois exemplos que ilustram o
comportamento tanto geométrico
guanto fisico serdo analisados usando a formulacao
aqui apresentada. Para isto, serd utilizado um
programa de elementos finitos denominado
truss_nl.f90 escrito pelo autor usando a linguagem
de programacdao FORTRAN90. Em ambos os casos as
magnitudes das deformacdes pldasticas serdo finitas.
Para obter as trajetdrias de equilibrio utiliza-se um
esquema incremental-iterativo com o método de
Newton-Raphson em conjuncdao com o método de
controle de deslocamentos conforme descrito no
capitulo 8 da referéncia Crisfield (1991).

nao-linear

6.1 PORTICO DE LEE

Neste exemplo, analisa-se o

comportamento do pértico de Lee tanto na fase
eldstica quanto na fase inelastica. As caracteristicas
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fisicas e geométricas, as condi¢des de contorno e de
carregamento 5a.
Discretiza-se o podrtico de Lee com elementos de
barra biarticulado 2D, paraisto, utiliza-se uma célula
com 4 ndés e 6 elementos, cujas caracteristicas

sdo mostradas na Figura

geométricas mostram-se na Figura 5b. Ao todo,
foram utilizadas 119 células para discretizar o
portico, o que resultou em 240 nds e 596 elementos.
Na andlise elastica o podrtico sofre grandes
translacGes e grandes rotagbes de corpo rigido,
porém deformacgdes infinitesimais. Na Figura 5c
mostram-se as trajetdrias de equilibrio resultantes
da anadlise elastica bem analise
elastoplastica. Na andlise elastopldstica o pértico
apresenta deformacgdes plasticas finitas somente

como da

nas regides de rétulas plasticas, também, nesta fase,
o portico apresenta grandes translacdes e grandes
rotacOes de corpo rigido. Nas regides afastadas das
rétulas plasticas a deformacao total é infinitesimal.

T I T
Analise elastica [

| Andlise elastoplastica

‘\, |
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FIGURA 5: [a] Pértico de Lee. Caracteristicas fisicas e geométricas. [b] Célula de elementos biarticulados 2D utilizada na
discretizagdo do pértico. [c] Trajetdria de equilibrio. [d] Relagdo tensdo x deformacao. [e] Relagdo deformacgdo plastica
x deformacao total. [f] ConfiguragGes de equilibrio com deformacgées inelasticas. (Continua).

FONTE: Préprios autores.
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FIGURA 5: (Continuagdo) [a] Portico de Lee. Caracteristicas fisicas e geométricas. [b] Célula de elementos biarticulados
2D utilizada na discretizagdo do pdrtico. [c] Trajetdria de equilibrio. [d] Relagdo tensdao x deformagdo. [e] Relagdo
deformacgao plastica x deformagao total. [f] Configuragdes de equilibrio com deformacdes inelasticas.

FONTE: Préprios autores.

As articulagbes plasticas formam-se na
regido sob aplicacdo da carga e a meia altura da
coluna conforme mostra-se na Figura 5f.
Monitoraram-se alguns elementos nessas regioes
com as maiores deformagOes plasticas. Foram
monitorados o elemento 357 sujeito a tracdo
pertencente a regido sob a carga e o elemento 157
sujeito a compressdo pertencente a regido da
metade da coluna. Na Figura 5d mostram-se as
relacdes tensGes X deformacbes tanto para
elemento 357 (tracionado) quanto para o elemento
157 (comprimido). Observa-se nesta figura que a
magnitude mdaxima da deformacdo total para o
elemento 357 é da ordem de 0,7 enquanto que para
o elemento 157 é da ordem de 0,4. Na Figura 5e
mostram-se as relagdes entre as deformacgdes
plasticas X deformagdes totais para os elementos
357 e 157, respectivamente. Observa-se nesta
figura que as parcelas das deformagdes plasticas
para ambos elementos alcangam aproximadamente
um percentual entre 96% a 98% da deformacgdo
total, o que implica que as deformagdes plasticas

em ambos elementos sdo finitas enquanto que as

deformagdes eldsticas nesses elementos sdo
infinitesimais.
6.2 VIGA 3D ENGASTADA

Neste exemplo mostra-se o)

comportamento de uma viga engastada tanto na
fase elastica quanto na fase elastoplastica sob
deformacgdes finitas. Este exemplo foi proposto

pelos autores Bonet e Wood (2008) que utilizaram o
programa FLagSHyp de autoria dos préprios autores
disponivel no site www.flagshyp.com. Esses autores
discretizaram a viga com elementos hexaédricos de
8 nds e adotaram um modelo hiperelastico-plastico
guase-incompressivel cujas propriedades
geométricas e mecanicas estdo descritas na Figura
6a. Para modelar a viga com elementos de trelica
plana foi utilizado a célula 2D, mostrada na Figura
6b, resultando em uma malha de 42 nés e 101
elementos. Por outro lado, para modelar a viga com
elementos de trelica espacial foi utilizada a célula
3D, também mostrada na Figura 6b, resultando em
uma malha de 84 nds e 366 elementos. Na Figura 6¢
mostram-se as trajetérias de equilibrio tanto para
andlise eldstica quanto para anadlise elastoplastica
obtidas com as células 2D e 3D, respectivamente.
Observa-se que essas trajetdrias de equilibrio sdo
coincidentes com as trajetdrias obtidas por Bonet e
Wood (2008).

A articulagdo plastica forma-se na regido
préxima ao engaste conforme mostra-se na Figura
6f. Na anadlise elastopldstica a viga engastada 3D
apresenta deformacgoes plasticas finitas somente na
regidao da articulagao pldstica, também nesta fase, a
viga apresenta grandes translacdes e grandes
rotacbes de corpo rigido conforme pode-se
observar na Figura 6f. Monitoraram-se alguns
elementos nessas maiores

regides com as

deformagdes plasticas. Foram monitorados o

elemento 1 sujeito a compressao e o elemento 2 sob
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tracdo utilizando células 2D. Por outro lado,

utilizando células 3D foram monitorados o
elemento 7 sujeito a compressao e o elemento 9 sob
tracdo. Na Figura 6d mostram-se as relagOes
tensGes X deformagbes totais para esses
elementos. Observa-se que essas relacbes sao
coincidentes tanto para os elementos tracionados
comprimidos

guanto elementos

indiferentemente da célula utilizada, isto é, os

para os

resultados foram idénticos utilizando células 2D
bem como células 3D. Na Figura 6e mostram-se as
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relacbes deformacbes plasticas X deformacGes
totais para os elementos 1 e 2 utilizando células 2D
e para os elementos 7 e 9 utilizando células 3D.
Observa-se que os resultados sdo coincidentes.
Observa-se nesta figura que as parcelas das
deformacgdes plasticas para ambos os elementos
alcangcam aproximadamente um percentual de 96%
da deformacdo total, o que implica que as
deformacgdes plasticas nesses elementos sao finitas
enquanto que as deformagbes eldsticas sdo

infinitesimais.
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FIGURA 6: [a] Viga 3D engastada. Caracteristicas fisicas e geométricas. [b] Células de elementos biarticulados 2D e 3D
utilizadas na discretizacdo da viga.[c] Trajetdrias de equilibrio. [d] RelagOes tensdes X deformacdes. [e] RelagGes
deformacdes plasticas X deformacgdes totais. [f] ConfiguracGes de equilibrio com deformacgdes inelasticas utilizando
células 3D. FONTE: Préprios autores.
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Neste exemplo mostra-se o)
comportamento de uma viga engastada tanto na
fase elastica quanto na fase elastoplastica sob
deformacgdes finitas. Este exemplo foi proposto
pelos autores Bonet e Wood (2008) que utilizaram o
programa FLagSHyp de autoria dos préprios autores
disponivel no site www.flagshyp.com. Esses autores
discretizaram a viga com elementos hexaédricos de
8 nds e adotaram um modelo hiperelastico-plastico
guase-incompressivel cujas propriedades
geométricas e mecanicas estdo descritas na Figura
6a. Para modelar a viga com elementos de treli¢a
plana foi utilizado a célula 2D, mostrada na Figura
6b, resultando em uma malha de 42 nds e 101
elementos. Por outro lado, para modelar a viga com
elementos de trelica espacial foi utilizada a célula
3D, também mostrada na Figura 6b, resultando em
uma malha de 84 nds e 366 elementos. Na Figura 6¢
mostram-se as trajetérias de equilibrio tanto para
anadlise eldstica quanto para andlise elastoplastica
obtidas com as células 2D e 3D, respectivamente.
Observa-se que essas trajetérias de equilibrio sdo
coincidentes com as trajetérias obtidas por Bonet e

Wood (2008).

A articulacdo plastica forma-se na regiao
préxima ao engaste conforme mostra-se na Figura
6f. Na analise elastopldstica a viga engastada 3D
apresenta deformacgdes plasticas finitas somente na
regido da articulacdo pldastica, também nesta fase, a
viga apresenta grandes translagdes e grandes
rotacbes de corpo
observar na Figura 6f. Monitoraram-se alguns

rigido conforme pode-se

elementos nessas maiores
pldsticas.

elemento 1 sujeito a compressdo e o elemento 2 sob

regides com as
deformagodes Foram monitorados o
tracdao utilizando células 2D. Por outro lado,

utilizando células 3D foram monitorados o
elemento 7 sujeito a compressao e o elemento 9 sob
tracdo. Na Figura 6d mostram-se as relagdes
tensdes x deformagdes totais para esses elementos.
Observa-se que essas relacdes sao coincidentes
tanto para os elementos tracionados quanto para os
elementos comprimidos indiferentemente da célula
utilizada, isto é, os resultados foram idénticos
utilizando células 2D bem como células 3D. Na

Figura 6e mostram-se as relacdes deformacgdes
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plasticas x deformacdes totais para os elementos 1
e 2 utilizando células 2D e para os elementos 7 e 9
utilizando células 3D. Observa-se que os resultados
sdo coincidentes. Observa-se nesta figura que as
parcelas das deformacdes pldsticas para ambos os
elementos alcancam aproximadamente um
percentual de 96% da deformacgdo total, o que
implica que as deformagbes plasticas nesses
elementos sao finitas enquanto que as deformacgdes

elasticas sdo infinitesimais.

7. CONCLUSOES

Ao adotar a decomposicao multiplicativa
do estiramento uniaxial da barra e definir como
medida de deformacdo a fungdo logaritmica deste
estiramento, chegou-se a uma decomposicao
aditiva das deformacgbes, o que possibilitou um
tratamento analitico e numérico mais simples para
retratar deformacdes pldsticas finitas, mas isto é
possivel somente para estados uniaxiais de tensdo-
deformacdo. Dai a razao pela qual, neste trabalho,
formulou-se a cinemdtica e o comportamento
elastoplastico de um elemento de barra
biarticulado. E importante esclarecer que este
trabalhou ndo trouxe nenhuma abordagem nova
sobre o tema da plasticidade computacional,
entretanto, tentou-se descrever de maneira
bastante simples a formulagdo tedrica e numérica
sobre deformacgdes finitas tanto na fase elastica
quanto na fase ineldstica. Quanto aos resultados das
simulagbes numéricas obteve-se resultados
qualitativos que expressam o comportamento
mecanico das estruturas sob grandes translagées,
grandes rotagdes e deformagdes finitas. Isto é, do
ponto de vista qualitativo, pode-se discretizar
solidos 2D e 3D utilizando elementos de barra
biarticulados 2D e 3D, respectivamente. Talvez, o
principal atrativo desses elementos é retratar temas
de maior complexidade de uma maneira mais

palatdvel e de facil entendimento.
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