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RESUMO: Neste trabalho descreve-se analiticamente de maneira detalhada a
deteccdo e a classificagdo de pontos criticos na trajetéria primaria de equilibrio de
sistemas estruturais. Utiliza-se a Formulagdo Lagrangiana Total para descrever a
cinematica de um elemento de barra biarticulado 2D. Através desta formulagdo
obtém-se o vetor de forgas internas e a matriz de rigidez tangente que levam em
conta os efeitos da ndo linearidade geométrica. Assume-se um modelo constitutivo
linear eldstico para o estado uniaxial de tensdo-deformacgao, usando a deformagdo
de Green-Lagrange e a tensdo axial do segundo tensor de Piola-Kirchhoff que sdo
energeticamente conjugados. Como estudo de caso apresenta-se uma trelica plana
PALAVRAS CHAVE: hiperestatica composta com 3 elementos biarticulados 2D e com dois graus de
liberdade. Por fim, determinam-se as condi¢cGes geométricas e fisicas para a
coalescéncia entre os pontos limites e de bifurcagdo. A principal contribuicdo deste
trabalho é demonstrar a necessidade de compreender melhor os fendmenos nao
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geométrica; lineares para projetar sistemas estruturais mais seguros.
Pontos de bifurcagdo; ABSTRACT: Using an analytical this paper describes in detail the detection and
Pontos limite; classification of critical points in the primary equilibrium path of structural systems.
Elementos de trelica The Total Lagrangian formulation is employed to describe the kinematics of a 2D bar
plana. element. With this formulation, the internal force vector and the tangent stiffness
matrix including the geometric nonlinearity effects are obtained. An elastic linear
KEYWORDS: constitutive model is assumed for the uniaxial stress-strain state. Such model uses
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formulation; which are energetically conjugate tensors. As a study case, the article presents a

statically inderminate plane truss discretized with three 2D bar elements. Finally, the
geometrical and physical conditions for the coalescence between limit and
bifurcation points are determined. The main contribution of this work is to
demonstrate the need to better understanding the non linear phenomena. Such
understanding is necessary for designing safer structural systems.

Geometrical nonlinearty;
Bifurcation points;

Limit points;

Plane truss element;

* Contato com os autores:

1e-mail: taylor@unb.br (W. T. M. Silva)

Professor Doutor do Departamento de Engenharia Civil e Ambiental da Universidade de Brasilia — UnB.
2e-mail: mpazduque@gmail.com ( M. P. D. Gutiérrez)

Doutoranda em Estruturas e Construgao Civil pela Universidade de Brasilia — UnB.
3 e-mail: wellington_andrade@ufg.br ( W. A. da Silva)

Professor Doutor da Universidade Federal de Goids, Regional Catalao - UFG.

ISSN: 2179-0612 D.O.l. 10.5216/reec.V12i3.39506 © 2016 REEC - Todos os direitos reservados.




W.T.M.SILVA; M. P.D.GUTIERREZ; W.A.DASILVA

REEC — Revista Eletrénica de Engenharia Civil Vol 12 - n2 3 (2016)

1. INTRODUGAO

Tornou-se quase imperativo, para o
avanco da ciéncia, compreender e simular os
fendbmenos nao lineares em diversas dareas do
conhecimento, tais como, biomecéanica, mecanica
dos fluidos, geotécnica, mecanica dos sélidos,
engenharia de tecidos humanos, etc. Por exemplo,
nas indudstrias aerondutica, aeroespacial e
petrolifera a andlise ndo linear é imprescindivel no
projeto de tipologias

aplicadas nesses setores. Nas Ultimas décadas

diferentes estruturais

muitos autores tém publicados livros texto
abordando diferentes tdpicos da analise nao linear
na area dos métodos numéricos aplicados a
engenharia, por exemplo, recomenda-se a leitura
das seguintes referéncias: Crisfield (1991), Crisfield
(1997), Bathe (1996), Belytschko et al. (2000), Doyle
(2001), Wriggers (2002), Borst et al (2012), Bonet e
Wood (2008), Wriggers (2008), Krenk (2009).
Decorre, dai a necessidade de difundir os conceitos
basicos e fundamentais da andlise ndo linear através
do método dos elementos finitos, imbuido deste
espirito, o trabalho aqui apresentado, sem maiores
pretensdes tedricas, tem como objetivo apresentar
uma analise tedrica e numérica da instabilidade
estrutural que consiste na detecgdo e classificacdo
de pontos singulares na trajetéria de equilibrio
primdria. Propde-se utilizar elementos de barra
biarticulados por sua simplicidade tedrica, o que
permite descrever, facilmente, a cinemdtica do
movimento do elemento e obter o vetor de forgas
internas e a matriz de rigidez tangente
analiticamente, que sdo elementos imprescindiveis
para uma andlise ndo linear em mecanica dos
sélidos. Para simular deformacGes elasticas finitas,
assume-se um modelo constitutivo hipereldstico
para o estado uniaxial de tens3ao-deformacgao,
utilizando a tensdo axial do segundo tensor de Piola-
Kirchhoff e a deformac¢do de Green-Lagrange, que
formam um par energeticamente conjugado. Nos
itens 2, 3 e 4 descrevem-se a cinematica do
elemento biarticulado 2D adotando a Formulagdo
Lagrangiana Total (FLT), a obtencdo do vetor de
forgas internas e a deducdo da matriz de rigidez
tangente, respectivamente. No item 5 faz-se uma

abordagem analitica detalhada da deteccdo e
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classificacdo dos pontos singulares presentes na
trajetdria primaria de equilibrio de uma trelica plana
hiperestatica discretizada por trés barras
biarticuladas 2D. Por ultimo, apresentam-se as
conclusdes finais e as referéncias bibliograficas

utilizadas neste trabalho.

2. DESCRICAO CINEMATICA

Seja um sistema de coordenadas globais
cuja base é ortonormal conforme mostra-se na
Figura 1. Para expressar as varidveis cinematicas na
configuracdo indeformada utilizam-se as
coordenadas materiais (X,Y), enquanto que, na
configuracdo deformada as coordenadas espaciais
(x,y). Na
coordenadas nodais do elemento biarticulado 2D
sdo dadas por X, = (X,,Yy) e Xp= (X5 Yp),

respectivamente.

configuragdo indeformada as

Sua posicdo e comprimento
iniciais sdo dados pela Equacao 1.

FIGURA 1: Movimento do elemento biarticulado 2D.
FONTE: Autoria Prépria (2016).

Iﬁ:XO:XB_XA Eq_[l]
loz :XOTXO

Em que:

AB ou X,: vetor posicdo na configuragdao
indeformada.

ly: comprimento do elemento biarticulado 2D na
configuracdo indeformada.

Enquanto que na configuracao deformada
as coordenadas nodais do elemento biarticulado 2D
sdo dadas por x4 = (x4,y4) e xp = (x5,Vp),
respectivamente. Conforme mostra-se na Figura 1 a
coordenada atual do né A é dada por x4, = X, +
u,, enquanto que a coordenada atual do né B se
xp = Xp + up.
uy = (uy,v4) é o deslocamento do né A e

expressa como Sendo que
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up = (ug, vg) é o deslocamento do né B. Portanto,
a posicdo atual do elemento é dada por meio da
Equacao 2.

EI.X':XB—XA
%zxz(XB"-uB)_(XA-l_uA)
ab=x=(Xp—Xy) + (up — uy)

szZXO‘l'uBA

Eq.[2]

Em que:
ab ou x: vetor posicdo na configuracdo deformada.

Sendo que as coordenadas do vetor
posicdo atuais sdo dadas por xgy =xg — x4 €
Vga = Vg — Ya,respectivamente. gy = ug —uy é
o vetor de deslocamentos nodais relativos conforme
mostra-se na Figura 2. Por lado, o
comprimento atual se expressa por meio da
Equacao 3.

outro

b

Y,y
A=a X B

= 0

X,z

FIGURA 2: Vetor de deslocamentos nodais relativos.
FONTE: Autoria Prépria (2016).

2 =x"x=(Xo +up))" (Xo + upy) Eq.[3]

Neste trabalho adota-se a formulacao
Lagrangiana Total para descrever o movimento do
elemento biarticulado 2D, portanto serdo usadas as
coordenadas materiais (X,Y) e a configuragdo
indeformada para definir a medida de deformagao
do elemento. algumas
deformacdo descritas em coordenadas materiais
existentes na literatura técnica, adota-se neste
trabalho, a medida de deformacdo de Green-
Lagrange que compara o0s quadrados dos
comprimentos atual [ e inicial [, do elemento é dada
por meio da Equagdo 4.

Dentre familias de

R 1. Eq. [4]
& = >— = 5| Xo Upa + 5UBL Upy q.
Em que:

&;: Deformacgdo de Green-Lagrange.

Note-se que esta medida de deformacdo

possui termos quadraticos em relagdo aos

deslocamentos nodais relativos.
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Para obter o vetor de forgas internas
utiliza-se o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV),
portanto é necessario aplicar uma variacdo virtual
no campo de deslocamentos na configuracdo de
equilibrio atual, conforme mostra-se na Figura 3, o
que implica em uma varia¢do virtual da deformacao
de Green-Lagrange que se escreve conforme a
Equagdo 5.

.\., g

FIGURA 3:Variagdo virtual dos deslocamentos nodais.
FONTE: Autoria Prépria (2016).

1/, 1.
5‘96 :_Z(XO 5uBA +§6uBA Upy
0

1 T
+Eu“ 6uBA)

1 Eq.[5]
Seg = Iz (X0T5u3A + uBATSuBA)

0

1 1
— (Xo +upa) Sup, = l_sz5uBA

Ocp =
T, 0

Em que:
6¢c: Variagdo virtual da deformagdo de Green-

Lagrange.

Sendo que dugy =dug —dou, é a

variacdo virtual do vetor de deslocamentos

relativos. Note-se que a variagao virtual da

deformagdo de Green-Lagrange consiste na

projecdo da do vetor dos

deslocamentos relativos sobre a posicao atual do

variagdo virtual
elemento definida pelo vetor x e escalado por loz.

3. VETOR DE FORCAS NODAIS

Como mostra-se na Figura 4, seja

fa= (fo,fAy) o vetor de forgcas do nd 4, e

f3=(f3x,f3y) o vetor de forcas do né B,

respectivamente. Para obter estes vetores de forgas
nodais aplica-se o PTV na configuracdo indeformada
pois se estd utilizando a medida de deformacgdo de
Green-Lagrange, desta maneira expressa-se este
principio pela Equacéao 6.
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EA EA
fA__l_SGX; fB=l_8(;x

0 0

XBA XBA

_ . o Eq.[8]
)4 fA —_ _EAEG vea (’ fB —_ EASG VBA
N/ lo lo

X,z

FIGURA 4: Vetor de forgas nodais e a variagao virtual
dos deslocamentos nodais.
FONTE: Autoria Propria (2016)

lo
8V = f Néegds — fa"ouy — f3"6ug =0 Eq.[6]
0

Sendo que N é o esforco axial que atua no
elemento e é dado por N = g;A. Lembrando que a
tensdo axial ; é energeticamente conjugada com a
medida de deformacdo de Green-Lagrange e é uma
das tensGes normais do segundo tensor de tensdes
de Piola-Kirchoff. Substituindo a Equagdo 5c na
Equacdo 6, tem-se que (Equacdo 7).

fo N T T T
6V = l—zx Sugyuds —f, duy—fg uz =0
0 0

lo N
8V = l—sz((SuB —duy)ds — f,"6u, — fp" Suy
0 0
=0

Eq.[7]
T N
6V = bu, (—fo lo—zxds—fA)
T fo N —
+ dug <—J; ll)—zxds—fl;)— 0

N N
fa=—7xfp=1Tx
0 0

Conforme mostra-se na Figura 4, por
convencado, o sinal do vetor de forgas internas f4 é
negativo porque esta no sentido contrario do vetor
posi¢cdo x, enquanto que o sinal do vetor de forgas
internas fg é positivo porque possui o mesmo
sentido do vetor x. Neste trabalho assume-se que
o; = Ee;, onde E é o mdédulo de elasticidade
longitudinal do material, assim o esfor¢o axial pode
ser definido como N = EAg; e a Equagdo 7d pode
ser reescrita conforme a Equacdo 8.

4. MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

Ao aplicar um incremento infinitesimal
nos vetores de deslocamentos nodais u, e ug na
configuragdo deformada, obtém-se um incremento
infinitesimal dos vetores de forgas internas f 4 e fg,
respectivamente, através da matriz de rigidez
tangente. Portanto, define-se a relacdo entre os
incrementos infinitesimais dos vetores de forgas
internas e dos vetores de deslocamentos nodais
conforme a Equagdo 9.

larad = e}

Sendo que Ky é a matriz de rigidez

Eq.[9]

tangente de ordem 4x4. Portanto, levando em conta
a Equacdo (2d) e diferenciando-se a Equacdo 7d em
relacio ao vetor de deslocamentos relativos,
obtém-se que (Equacgdo 10)

dN N

dq, = —xr— de
da = (r an +21)d
q, = lodug, 1o (up —uy) Eq.[10]

dqg = —dq,

Sendo I a matriz identidade de ordem 2x2.
Por outro lado, diferenciando-se o esfor¢o axial em
relacdo ao vetor dos deslocamentos relativos, e
levando em conta as Equacgdes 2d, 4 e 5, chega-se a

Equagdo 11.
dN de EA
=EA G :_Z(XOT‘l'uBAT)
dug, dug, 1, Eq.[11]
EA . a
=—x
l,?

Por ultimo, substituindo a Equa¢do 11 na
Equacao 10b e levando em conta a Equacgao 10c,
obtém-se que (Equagdo 12).
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{qu}_ E[ *®x —xQ®x
dqg) LPl-x®x xQx
Eq.[12]
+ﬂ[ 1 —I] {duA}
lo _I I duB
Com (Equacdo 13)
K _EA x®@«x —x®x]
M= Ll-x®x xQx
N1 -1
KJ_E[_I I] Eq.[13]
X®x = [ Xpa® xBAyIZBA]
XpaYBa  YVBaA

Sendo K, a matriz de rigidez material, de
ordem 4x4, que depende do vetor posicdo atual do
elemento x cujas componentes sd0: Xg4 = X — X4
€ Ypa=YVg — V4. K; é a matriz de rigidez
geométrica que depende do esforco axial N e é de
ordem 4x4 e o simbolo @ é o produto tensorial ou
aberto. Portanto, a matriz de rigidez tangente se
expressacomo K+ = Ky + K.

[a]
FIGURA 5: Trelica plana hiperestatica, sendo: [a] configuragdo indeformada e [b] configura¢cdo deformada.
FONTE: Autoria Propria (2016).
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5. FORMULAGAO ANALITICA

Seja uma trelica plana com um grau de
indeterminagdo estdtica conforme mostra-se na
Figura 5a. Nesta figura mostram-se as propriedades
geomeétricas e as condi¢bes de contorno, onde H é
a altura e S é o vao. Considera-se que a rigidez axial
de todas as barras da treliga é igual a EA,, onde E é
o mdédulo de elasticidade longitudinal e A, é drea da
secdo transversal de cada barra indeformada.
Discretiza-se a trelica com 3 elementos de barras
biarticulado 2D conforme-se mostra-se na Figura 5a.
O comprimento do terceiro elemento é 8S, onde 8
é um parametro adimensional. O né 2 esta livre para
deslocar-se nas dire¢des dos eixos x e y,
respectivamente. Os demais nds estdo restringidos
por apoios de segundo género. Na Tabela 1
detalham-se as conectividades adotadas para cada

elemento da trelica.

TABELA 1: Conectividades dos elementos.

Elemento N6 inicial N¢ final
1 1 2
2 2 3
3 2 4

(b]
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Neste item faz-se a analise da estabilidade
do equilibrio da trelica plana hiperestdtica na
configuracdao deformada como mostra-se na Figura
5b ao aplicar-se uma carga A na diregdo do eixo y.
Estudam-se duas trajetdrias de equilibrio possiveis
para este caso. A primeira condicdo refere-se a
trajetdria primdria de equilibrio onde o né 2 ird
deslocar-se somente na diregdo do eixo y devido a
simetria geométrica e das propriedades mecanicas
da trelica, além de ndo haver carga aplicada na
direcdo do eixo x no né 2. Considera-se tanto o fator
de carga aplicado quanto o deslocamento vertical
no sentido negativo do eixo y. Neste caminho de
equilibrio a trelica ird apresentar um fendémeno de
instabilidade conhecido na literatura técnica de
snap-through que é a perda da capacidade portante
da trelica quando a matriz de rigidez tangente da
estrutura torna-se singular para um valor maximo
de carga denominado de ponto limite. Na segunda
condicdo de equilibrio ocorre a flambagem da
trelica no plano (x,y) ainda que a carga esteja
aplicada na diregdo do eixo y, o n6 2 ird deslocar-se

36
na direcdo do eixo x, podendo ser no sentido
positivo ou negativo deste eixo. Neste caso
denomina-se caminho de equilibrio secundario.
Posteriormente, demonstra-se que estas trajetérias
de equilibrio interceptam-se em determinados
pontos denominados de pontos de bifurcacgao.

Ao impor o campo de deslocamento (u, v)
no no 2 da trelica, conforme mostra-se na Figura 5b,
as barras irdo deslocar-se, alterar seus
comprimentos e direcdes, sofrer deformacgdes e
estarem submetidas a esforcos axiais. Na Tabela 2
mostra-se a descricdo cinematica, apresentada no
item 2, de cada barra de maneira detalhada.

Para obter as trajetdrias de equilibrio
primaria e secundaria é necessario montar o vetor
de forgas internas da trelica. Como somente o n6 2
pode-se deslocar, entdo basta montar o vetor de
forgas internas correspondente a este né. Portanto
levando em conta a Equacdo 8 monta-se o vetor de
forgas internas do né 2 com a contribuicdo dos
esforcos internos de cada barra da trelica conectada

a este né como (Equacdo 14).

TABELA 2: Descri¢do cinematica dos elementos.

Parametro geométrico Elemento 1 Elemento 2 Elemento 3
S S
Xpa _ Xpa + Upa 7 tu U _®
* lO - lO lo lO BS
a _}’BA_YBA+UBA H+v H+v BS"I‘V
YTl lo lo BS

52
— H2
P +

2
E + H2 BS

2
1= (Xpa +upa)? + (Ya + vpa)? \/(; + u) + (H + v)? J(; - u)

s

Su + 2Hv + u? + v?

2

+ (H + v)? u? + (BS +v)?

—Su+2Hv+u?+v?  u?+42BSv+v?

8 =
21,2 21,2

2102 2ﬂ252

)
W+@)+B) _ Qx
fa =N® { (1)}

y
£,0+@+®) _ g (1){

£,0F@E) Edy {U(SZ +2u® + 4Hv + 2172)}

21,* (2(H + v)(u* + 2Hv + v?)

@® ax(3)
(1)} EAOSG { } AoSG {ay(g)}

o (6@
a,®
Eq.[14]

{ u(u? + 28Sv + v?) }

2B3S3((BS + v)(u? + 28Sv + v?)
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Note-se que o sinal negativo nos dois
Ultimos termos da Equacgdo 14a é devido ao n6 2 ser
o né inicial das barras 2 e 3, respectivamente. Por
outro lado, na equacdo 14c foram utilizados os
valores das deformagdes de cada barra dados na
Tabela 2. Para que o nd 2 esteja em equilibrio é
necessario que o vetor de forgas internas seja igual
ao vetor de forgas externas aplicadas neste no,
portanto obtém-se um sistema de duas equacdes
nao lineares que se expressam como (Equacgdo 15).

5.1 TRAJETORIA PRIMARIA DE EQUILIBRIO

Para obter a trajetdria primaria de
equilibrio impde-se que o deslocamento horizontal
do né 2 seja igual a zero, u = 0, no sistema de
equacgdes acima. Portanto, a primeira equagao se
anula e a segunda equacao pode ser reescrita como
a Equacgao 16.

Trata-se de um polinbmio de grau trés
em fungdo dos deslocamentos verticais do nd 2
da trelica. Para obter o grafico desta curva
adotaram-se os

seguintes valores para as
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propriedades geométricas e mecanicas da treliga:
E=1,A4,=1,S=2e H=23. Atribui-se a f§ os
valores 1.0, 1.5 e 2.0. Desta maneira, obtém-se o
grafico de trés trajetdrias primadrias de equilibrio
como mostra-se na Figura 6.

Nota-se que essas curvas possuem dois
pontos extremos conhecidos como pontos limites.
Nos proximos itens discute-se em detalhes a
deteccdo e obtencdo desses pontos.

5.2 TRAJETORIA SECUNDARIA DE EQUILIBRIO

Inicialmente a trelica permanece na
trajetoria de equilibrio primaria, mas para
determinadas condi¢cdes geométricas e mecanicas,
podera flambar o que implica no deslocamento
horizontal do ndé 2. Para determinar essas
condi¢des imponhe-se no sistema de Equagdes 15
que u=* 0. Como consequéncia, a primeira
equacdo daquele sistema deve cumprir que
(Equagdo 17).

Colocando em evidéncia o deslocamento

U na equacdo acima obtém-se que (Equacdo 18).

EA, { u(S? + 2u? + 4Hv + 2v?)B3S3 + u(u? + 28Sv + v2)1,* } B {0} Eq.[15]
21,2353 (2(H 4 v)(u? + 2Hv + v2) 353 + (BS + v) (U2 + 2BSv + v?)l,° A '
EA
P = 2137,3353((%2[3353 +2B2521,° )v + (6HB3S® + 3BS1y° )w? + (263S° + 103)173) Eq.[16]
0
A
3.0 +
25 + — =1
— A=15
20 1 -2
15 +
1.0 +
0.5 +
0 } f } } U
1 2 5
—0.5 +
_lo £
FIGURA 6: Trajetdrias primarias de equilibrio. FONTE: Autoria Prépria (2016).
(S2 4 2u? + 4Hv + 2v?)B3S3 + (W + 2BSv + v¥),> = 0 Eq.[17]
p3Ss® Eq.[18]

N (4HP3S3 + 2BS1,°)
- (2383 + 1,°)

Ve (28353 + 1,°)
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Que é vidlida para a seguinte restricdo A
E 30 19). p$3=——2  _[((—8BSH — 2
( quacgao ) 2103(2’3353 + 103) [(( p
(4HB3S® + 2BSL,°) piss + 4H? + 4B252)1,°
2
(28383 +1,%) Qs +1,7) ‘ - 2[;335) v Fq.[20]

—BS(2HB?S? +1,°) Cae
(2p35% + 1,%) v
_ 2¢2 3
- BS(2HB?S? + 1,°)

Eq.[19
s q.[19]

Az gs |2HB?S? + 1%)" — BS3(2835° +1,°)
=# (28383 + 1,*)

A= (2HB2S? +1,%)" — BS?(2B3S% +1,%) > 0

Mostra-se na Figura 7 a relacdo entre os
deslocamentos vertical e horizontal do né 2 quando
ocorre a flambagem da trelica dada pela Equacado
18. Em todas as simulag¢des a seguir assumem-se 0s
seguintes dados para a trelica mostrada na Figura 5:
(E=14,=1,S=2H=3,=1,=15,=2).
Observa-se nesta figura que valores crescentes de 8
implica em valores crescentes de u e v, pois
aumenta-se o comprimento da barra vertical 3 da
trelica e diminui-se sua rigidez axial, o que confere
uma maior flexibilidade ao deslocamento do né 2.
Nota-se na Figura 7 que inicialmente o
deslocamento u é nulo, depois ocorre a bifurcagdo
para a trajetdria secunddria quando o valor de u é
crescente até um certo valor maximo para em
seguida decrescer até zero quando a treli¢a retorna
a trajetdria primaria. Observa-se nesta figura que do
ponto de vista matemdtico o deslocamento u pode
ser no sentido positivo ou negativo do eixo x. A
segunda restricdo que surge para que ocorra a
flambagem é que o discriminante da Equac¢do 19d
seja maior que zero. Note-se que essa restricao é
essencialmente geométrica, portanto a ocorréncia
ou ndo da flambagem depende somente das
caracteristicas geométricas da trelica. Na Figura 8
mostra-se a partir de que valores de H, para cada
valor de 8, ocorre a bifurcagdo. Por fim, ao substituir
a Equacdo 18 na Equac¢do 16 obtém-se a trajetdria
secundaria de equilibrio em fungcdo do
deslocamento vertical que se escreve conforme a
Equacao 20.

— BS3(2675%H + 1)

3L

FIGURA 7:
secundarias no plano (u,v).

Projecdo das trajetérias de equilibrio
FONTE: Autoria Prépria (2016).

As trajetdrias de equilibrio dadas pelas
Equacgdes 16 e 20 estdo em fungdo do deslocamento
vertical do nd 2 da trelica mostrada na Figura 5a.
Nas Figuras 9a, 9b e 9c mostram-se as trajetorias de
equilibrio primaria e secundaria dadas pelas
Equacgdes 16 e 20, respectivamente, obtidas para os
diferentes valores de B adotados neste trabalho.
Notam-se nessas figuras os pontos de bifurcacdo
onde ocorre a intersec¢do entre as trajetdrias
primaria e secundaria de equilibrio. Podem ser
observados também, que os pontos limites que
representam os extremos das trajetdrias de
equilibrio primaria. Na Figura 9d mostram-se as
trajetérias de equilibrio em fungdo dos
deslocamentos horizontal e vertical do né 2,
novamente, observa-se a intersec¢do entre as
trajetorias primdaria e secundaria de equilibrio
mostrada no plano (A, v, u). Observa-se na Figura 9d
que a trajetdria de equilibrio dada pela Equacgdo 20
é a projecdo da trajetéria de equilibrio secundaria
no plano (A, v). Por outro lado, a projecdo das
trajetorias de equilibrio secundarias mostradas

nesta figura no plano (v, u) € mostrada na Figura 7.
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FIGURA 8: Valores de H a partir dos quais pode ocorrer
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5.3 PONTOS CRIiTICOS

Detectam-se os pontos limites ao aplicar a
. . dAP . L
condigdo - = 0 na trajetdéria primaria de

equilibrio descrita na Equagdo 16.
Este procedimento algébrico é descrito pela
Equagao 20.

Por outro lado, detectam-se os pontos de
bifurcacdo impondo a condicdo de u=0 na
Equacgdo 18, o que leva as Equacgdes 22.

Para calcular os fatores de carga limite A
e de bifurcacdo AP substituem-se os valores dados
nas Equagdes 21 e 22, respectivamente, na
Equacao 16. Na Tabela 3 mostram-se os valores dos

pontos criticos obtidos para E=1,4,=1,5=

bifurcagdo. FONTE: Autoria Prépria (2016). 2H=3,=10,=15,p=2.0.
alp 3¢3 3 2 3¢3 3 2n3c¢3 2¢27 3
W=(6/3 S%+31°)v? + (12HB3S® + 6BS1,° v + (4H?B3S% + 2825%1,°) = 0
. —(12HB3S3 + 68S1,°) + \/(12H,83S3 + 6[?5103)2 — (24p3S3 + 121,%)(4H23S3 + 22521,°)
v = (128%5% + 61°) Eq.[21]
. —(12HB3S? + 6S1y°) — J(lZHﬁ3S3 + 655103)2 — (24p383 + 121,%)(4H2B3S3 + 22521,°)
vz = (128383 + 61,°)
. —-BpS(2HB?S? + 1,%) + ﬁSJ(ZHﬁZSZ +1,%)" — pS3(2835% + 1))
171 = 3
(28383 +1,°) Eq.[22]

. BSHES? +1,°) - BS\/(ZHﬁZSZ +1,%)" — BS3(2835% + 1,%)

U2

(28353 + %)

TABELA 3: Pontos criticos.

Pontos limites

Pontos de bifurcacao

8 v, P v, 1, v, P v, 2,

10 10436 05044 36283 3030 01486 01446 45234  0.0516
15 12679 05211 47321 cyq gy 01759 57818 -0.1759
,0 13806 05136 50156 4335 (og14 01890 6.1348  -0.1089

FONTE: Autoria Propria (2016).
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FIGURA 9: Trajetdrias de equilibrio. a) Trajetdrias de equilibrio para =1.0. b) Trajetdrias de equilibrio para f=1.5. c)

Trajetdrias de equilibrio para =2.0. d) Trajetdrias de equilibrio no plano (v,u,A).

5.4 FATORES DE CARGA CRITICOS

Como mostra-se nas Figuras 9a, 9b e 9c, as
trajetdrias de equilibrio primdrias possuem quatros
pontos criticos, dois pontos limites, L, e L,, e dois
pontos de bifurcagdo, B; e B,. Nessas figuras
também observou-se que os primeiros pontos de
bifurcagdo B; ocorreram antes dos primeiros
pontos limites L, paraoscasosde 8 = 1.0, = 1.5
e B =2.0. O propésito deste item é discutir a
sequéncia de ocorréncia desses pontos criticos. Para
isso estudam-se as variagdes dos fatores de cargas
para os primeiros pontos criticos em fung¢do das
variacOes das propriedades geométricas da trelica.
Aqui em particular propde-se estudar a variagao do
fator de carga critico em funcdo da variacdo da
altura da trelica, isto é, em fungdo da variavel H. Ao
substituir o deslocamento vertical v;! dado pela
Equacdo (21a) na equagdo (16) obtém-se o fator de
carga para o primeiro ponto limite /111. Este fator de
carga estard em

fungdo das propriedades

FONTE: Autoria Prépria (2016).

geométricas e mecanicas da trelica, isto §,
All(E,AO, ly,S,H, B). Por outro lado, ao substituir o
deslocamento vertical v, dado pela Equagdo (22a)
na Equacgdo (16) obtém-se o fator de carga para o
primeiro ponto de bifurcagdo /’llb. Da mesma
maneira, este fator de carga estara em funcdo das
propriedades geométricas e mecanicas da trelica,
isto é, llb(E,AO, ly,S,H, B). Portanto para obter as
curvas do fator de carga critico em fungdo da altura
da trelica assumem-se os seguintes valores para as
demaisvaridveis: E = 1,4, = 1,5 = 2, e os valores
1, 1.5 e 2 para o parametro . Nas Figuras 10a, 10b
e 10c mostram-se as curvas dos fatores de cargas
criticos tanto para o ponto limite AP!,,, quanto
para o ponto de bifurcacdo Apbmax para o intervalo
0 <H <5 e para os diferentes valores de f.
Conforme mostra-se na Figura 10a para valores de
H < 1.3458 o ponto
Quando H alcan¢a o valor 1.3458 ocorre a

limite ocorre primeiro.

coalescéncia entre o ponto limite e o ponto de
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bifurcagdo. Para H > 1.3458 o ponto de bifurcagdo
ocorre primeiro. Ainda nesta figura observa-se que
a carga de flambagem é muito menor que a carga
limite e por fim mostra-se a capacidade portante
maxima A,,,, da trelica levando em conta a
possibilidade de perda de rigidez da estrutura ou a

06 1

0sd H =138

41
flambagem. As mesmas observa¢des podem ser
feitas para as Figuras 10b e 10c, com valores
diferentes de H, em relacdo a sequéncia de
ocorréncia dos pontos criticos bem como da
capacidade portante maxima da trelica em relagdo
a perda de rigidez e a flambagem.

A
PL primeiro P s
\ f \ — A
0ad N ¥ / \ max
\’ ! I ¥ Y '\"m.r
| PB primsira
£
0.2 + 7
&
0.1+ By
0 f f } f } f f f f } H
] 0.5 Lo 1.5 20 25 30 35 1.0 45 50
[al
A
0.6 +
0.5 +
04+
PL [l::_l..rr.u:.rn / I( N —_ )\
0.3 \'\_ / 4 I|' S PR primeira A
A 7 I II
02+ / Y
s Ty,
¢ -
0.1+
] } } } } } } } } } } H
0 0.5 0 1.5 20 S 30 35 1.0 1.5 5.0
[b]
A
0.6 1+
05 + H = 1301
04 + —
. PL primeiro ?’ Ty . — A
ad - PR primeiro
\ /| e A
Y W
024 ;o 1N
7
by
01 4 0
0 : : } } : | | | } } H
{ 0.5 1.0 1.5 2.0 25 30 35 40 45 5.0
[c]

FIGURA 10: Fatores de carga criticos. [a] Carga critica para $=1.0. [b] Carga critica para

[=1.5. [c] Carga critica para $=2.0.

FONTE: Autoria Propria (2016).
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6. CONLUSOES

De maneira sucinta pode-se dizer que
neste trabalho foi descrito de forma objetiva,
concisa e detalhada a abordagem analitica para a
deteccao, classificacao e sequéncia de ocorréncia de
pontos criticos na trajetéria primaria de equilibrio
de um sistema fisico simples. Determinou-se as
condicbes geomeétricas e fisicas para as quais
ocorrem a coalescéncia entre os pontos limites e os
pontos de bifurcacdo. A condicdo de coalescéncia de
pontos criticos deve ser um requisito em estudos de
otimizagao relativos a estabilidade estrutural.
Portanto, é necessario levar em consideracao a nao
linearidade geométrica na analise da estabilidade de
equilibrio de sistemas estruturais. E importante
destacar é que o principal objetivo deste trabalho
foi demonstrar a necessidade de compreender
melhor os fenbmenos nao lineares para projetar
sistemas estruturais mais seguros.
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