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RESUMO: O método de projecdo do ponto mais préoximo (CPPM, closest point
projection method) é amplamente utilizado quando se apresentam respostas nao
lineares no comportamento dos materiais. Este artigo destina-se ao detalhamento e
formulagdo analitica do método e avaliar com exemplos simples seu desempenho
utilizando distintas leis de endurecimento ndo lineares para definir a evolucdo das
deformacgdes pldsticas. O método é implementado sob uma cinematica de deformacgdes
infinitesimais. E considerado que o material possui propriedades eldsticas constantes. O
critério de escoamento de von Mises é utilizado com uma regra associativa de fluxo para
descrever o comportamento tensdo-deformacdo do material. A principal contribuicdo
deste trabalho é verificar a robustez do método e apresentar explicagdo completa da
formulagdo analitica.

PALAVRAS CHAVE:

ABSTRACT: The closest point projection method is widely used when nonlinear
Plasticidade; responses occur in the behavior of the materials. The aim of this work is detailing its
Endurecimento n3o analytical formulation with simple examples and evaluates the performance of the
linear; method using different nonlinear hardening laws to define the evolution of plastic

deformation. The method is implemented under a kinematic of infinitesimal strains,
it is considered a material with constant elastic properties, the von Mises yield
criterion and an associative flow rule is used to describe the stress - strain behavior
KEYWORDS: of the material. The main contribution of this work is to verify the robustness of the
method and the complete explanation of the analytical formulation.

Critério de von Mises .

Plasticity;
RESUMEN. El método de proyeccion al punto mds proximo (CPPM, closest point

projection method) es ampliamente utilizado cuando se presentan respuestas no
Von Mises criterion. lineales en el comportamiento de los materiales. Se pretende con este trabajo
detallar su formulacion analitica y evaluar con ejemplos simples el desempefio del
método utilizando diferentes leyes de endurecimiento no lineales para definir la
evolucion de las deformaciones pldsticas. El método es implementado bajo una
cinemdtica de deformaciones infinitesimales. Se considera un material con
propiedades eldsticas constantes, se emplea el criterio de fluencia de von Mises y una
regla asociativa de flujo para describir el comportamiento tension - deformacion del
material. La principal contribucion de este trabajo es la verificacion de la robustez
del método y la explicacion completa de la formulacion analitica.

Non-linear hardening;
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1. INTRODUGCAO

Cuando se presentan respuestas no
lineales en el comportamiento de los materiales, se
hace necesario desenvolver e implementar diversos
algoritmos para su tratamiento computacional. Al
ser utilizado el método de los elementos finitos, la
respuesta del material es considerada por medio de
formulaciones incrementales, es decir, dado un
incremento en las deformaciones Ag, se calcula el
correspondiente incremento en las tensiones Ac.
Primero es necesario determinar si el incremento
en la deformacidon causarda un comportamiento
elastoplastico o elastico. Dada la formulacion
incremental, el modelo constitutivo debe ser
integrado a nivel local. En general, existe una clase
de algoritmos, ampliamente utilizada, conocida
como algoritmos predictor elastico—corrector
pldstico. El método fue introducido por Wilkins
(1964), para un material con criterio de fluencia de
von Mises perfectamente plastico, siendo después
desarrollado y aplicado por Simo y Taylor (1985)
guienes demostraron que el uso del operador
tangente continuo destruye la convergencia
cuadrdtica asociada con el método de Newton y
qgue mediante el uso de un operador tangente
consistente la convergencia cuadratica puede ser
preservada. En el trabajo de Borst y Heeres (2002)
se muestra como los conceptos para integrar la tasa
de las ecuaciones de plasticidad estandar por
medio de un algoritmo implicito pueden ser
generalizados a la teoria de la plasticidad sin un
criterio de fluencia definido explicitamente. El
método fue luego generalizadopor Kojic (2002) a lo
que ahora se conoce como método del pardmetro
gue gobierna para problemas con viscoplasticidad.

Esencialmente los calculos son realizados
en dos pasos. En el primero, la respuesta ineldstica
del material se mantiene congelada, el incremento
total es aplicado como si fuera puramente elastico,
luego es
correspondiente conocida como predictor elastico.
En el segundo, si el comportamiento es

calculada una tensidon elastica

elastoplastico, la tension calculada es traida de
vuelta a la superficie de fluencia mediante la
aplicacion de una deformacion ineldstica adecuada.
Este método equivale a encontrar la proyeccion
mas proxima del predictor eldstico a la superficie de
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fluencia, por esta razén el método es referido como
método de proyeccidn al punto mas proximo
(Closest Point Projection Method, CPPM). Una
desventaja del método es que necesita los
gradientes del flujo pldstico con respecto al tensor
de tensiones y el tensor de variables internas, que
puede resultar una tarea dificil para ciertos
modelos. En este trabajo el método es aplicado
para el criterio de fluencia de von Mises, el cual es
ampliamente utilizado porque su aplicacién resulta
practicay simple. CPPM es un método implicito que
utiliza el procedimiento conocido como Bacward
Euler. Como el estado final de tensiones es forzado
a permanecer en la superficie de fluencia, el
algoritmo aplica la propiedad de consistencia de la
expresion matematica de la superficie de fluencia,
ANANDARAJAH (2010). Se presentan ejemplos
simples reglas para la
deformaciones

utilizando diferentes
evolucion de las plasticas,
resultando adecuada una ley con endurecimiento
isotrépico cargas son aplicadas

monotdnicamente y para el caso de cargas ciclicas,

cuando las

se utiliza una ley con endurecimiento cinematico,
ambas leyes no lineales

Existen en la literatura pocos trabajos
donde se explique la formulacién analitica y la
implementacion numérica del CPPM, y en algunos,
la notacién utilizada resulta pesada para el lector,
por ejemplo en Armero (2002), se describen
variaciones del método para materiales
perfectamente plasticos o con endurecimiento
isotrépico no lineal, asi como algunas estrategias
para superar dificultades en la convergencia del
método. Aplicaciones en geomecanica se presentan
en el trabajo de Wang et al. (2004) donde el método
es utilizado para la integracion de los modelos de
Mohr-Coulomb y de Matsuoka—Nakai. Para
consulta de otros métodos de integracion de
modelos constitutivos se recomienda el libro de

CRISFIELD (1991).

2. OBJETIVO

El objetivo de este trabajo consiste en la
descripcién paso a paso de la formulacién analitica
del CPPM y su implementacién numérica para
verificar su robustez.
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3. ESTRUCTURA GENERAL DE LA TEORIA DE
LA PLASTICIDAD

La teoria de plasticidad, cuando son
consideradas pequenas deformaciones y para
materiales cuya respuesta es independiente de la
velocidad de deformacion, tiene como principales
conceptos: El tensor de deformaciones totales en
un punto es calculado como la suma de las
deformaciones recuperables (elasticas) y las no
recuperables (plasticas), representado por |la
Ecuacién 1.

e=¢e®+¢P Ec.[1]

En que:
&: Tensor de deformaciones totales;

£°: Parte eldstica del tensor de deformaciones;
£P: Parte plastica del tensor de deformaciones.
Para el caso de modelos envolviendo
comportamientos no lineales de los materiales,
dado un incremento de deformacion, no solo debe
ser obtenido el incremento en las tensiones, sino
también el incremento de las variables internas T
que cuantifican el efecto del comportamiento
anterior del material. Es decir (Ecuacién 2):

o=0(Q) Ec.[2]

En que:
a: Tensor de tensiones (GPa);

{: Tensor de variables internas.

Otro concepto fundamental es Ia
definicidon de una superficie de fluencia que limita
el tipo de respuesta del material. El dominio dentro
de la superficie es un dominio puramente elastico,
el dominio fuera de la superficie no puede ser
alcanzado por el material por lo que representa un
comportamiento inaccesible y en la superficie es
definido como un comportamiento elastoplastico.
definida

matemadticamente tal que, cuando se trata de un

La funcién de fluencia debe ser

comportamiento  elastopldstico, se cumpla
Ecuacion 3:

®(0,{) =0 Ec.[3]
En que:

@: Superficie de fluencia.

La superficie de fluencia debe cambiar su
tamanio, forma o lugar en el espacio de tensiones,
de tal forma que cuando el comportamiento sea
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elastoplastico, el tensor de tensiones siempre
permanezca en la superficie, lo que es

representado por la Ecuacion 4:

¢(0,0)=0 Ec.[4]

En que:
¢@:Derivada de primer orden de la superficie de

fluencia.
La expresion matematica de la funcién de
fluencia debe ser tal que exista un tensor normal a
ella en el estado actual de tensiones, este tensor
define la direccion del tensor de deformaciones
plasticas, y es definido como (Ecuacién 5):
a
r= % Ec.[5]
En que:
r: Vector de flujo plastico;

a . . .
a_i: Derivada parcial de ¢ en relacién a c.

Para definir la evolucién de las variables
internas se hace necesaria la definicién de una
funciéon de endurecimientoS, que varia con cada
modelo constitutivo y con la ley de evoluciéon
adoptada.

4. DESCRIPCION DEL METODO

Puesto que la relacién entre las tensiones
y las deformaciones es no lineal, es necesario
transformar el problema continuo en uno discreto,
esto se logra aplicando un esquema implicito
Bacward Euler. Para el caso de materiales con
propiedades elasticas constantes, como es el caso
de los metales, el predictor eldstico permanece
constante dentro de cada iteracion. Conocidos los
valores de tensiones y variables internas en un
determinado paso de carga n, es decir conocidos ™
y {", el objetivo de la implementacion del método
es encontrar los valores correspondientes al
siguiente paso de carga, "1 y {"*1. El valor final

de a.n+1

serd la suma del tensor de prueba inicialy
del corrector plastico final (Ecuacién 6). El tensor de
prueba inicial es calculado a su vez como la suma
del estado actual de tensiones y del predictor

elastico.

Opi1 = Op + AG®P + AoPC = 0,1 + AoP¢  Ec.[6]

En que:
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0,,: Tensor de tensiones en el paso de carga n
(GPa);

0,.1: Tensor de tensiones en el paso de carga n+1
(GPa);

Ao®P: Tensor predictor elastico (GPa);

Ao®¢: Tensor corrector plastico (GPa);

0,+1'": Tensor de tensiones de prueba en el paso
de carga n+1 (GPa).

El tensor de prueba es calculado como si
el incremento en las tensiones fuera puramente
eldstico, asi el predictor eldstico puede ser
calculado por medio de la Ecuacion 7.

Ag€P = CAe Ec.[7]
En que:
C: Tensor constitutivo del modelo en la fase eldstica
(GPa);

A&: Incremento en el tensor de deformaciones.

Si el predictor elastico no cumple el
criterio de fluencia utilizado, el corrector plastico
trae de vuelta al tensor de prueba hacia la
superficie de fluencia, y es definido por la
Ecuacién 8.

AoP¢ = —AACT™1 Ec.[8]
En que:

AA: Incremento del multiplicador plastico;
r™*1: Vector de flujo plastico.

El tensor de variables internas actualizado
es definido adicionando un incremento que
dependera del valor final del multiplicador plastico
y del valor de la funcién de endurecimiento en el
estado actual, Ecuacién 9.

Cn+1 = Gn + A,

En que:
{n+1: Valor del tensor de variables internas en el

A7 = AAsTHT Ec.[9]

paso de carga n+1;
$™*1: valor de la funcién de endurecimiento en el
paso de carga n+1.

Los valores finales de tensiones vy
variables internas deben ser tales que cumplan la

Ecuacion 10.

(Pn+1(0n+1r {ns1) =0 Ec.[10]

En que:
@: Valor de la superficie de fluencia en el paso de
carga n+1.
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El proceso de integracion consiste
entonces en aplicar un incremento elastico en las
tensiones, dado un incremento en el tensor de
deformaciones y mediante un esquema iterativo
calcular el tensor corrector hasta satisfacer el
criterio de fluencia. Para el modelo de von Mises, el
tensor constitutivo es calculado mediante la

Ecuacién 11.
2
Cijkl = (K —§G) 6ij6kl + G(Sikgjl + 61'[6]'}() EC[ll]

En que:
K: Mddulo de Bulk (GPa);

G: Mddulo de cortante (GPa);
6i]-: Operador Delta de Kronecker, igual a 1 cuando
i=j e igual a 0 cuando i#j.

Es utilizado el tensor de prueba 6,,1""
para una primera estimativa del valor de las
tensiones y variables internas, es decir
(Ecuaciones 12 ay 12 b):

Ec.[12a]
Ec.[12b]

Un+11 = Opyt"" — DACTYT

(n+1:L =0+ AAST

En que:
r": Valor de prueba del vector de flujo plastico.

{":Valor de prueba del tensor de tensiones
internas.

Donde el vector de flujo " es calculado
por la Ecuacion 13.

7,.tr a(p

Un estimativo del multiplicador plastico
AA para dar inicio al proceso iterativo, puede ser
calculado por la Ecuacién 14.

(ptr

My=——
M [rTCr + Kp]*"

Ec.[14]

En que:
Kp: Médulo plastico.

Como fue verificado que el tensor de
prueba no cumple el criterio de fluencia, es
decir,¢¢ > 0, son calculadas las diferencias del
estado de tensiones y las variables internas entre la
iteracidon anterior y la actual. Llamaremos esas
diferencias ecuaciones residuales y son calculadas
con las Ecuaciones 152, 15b y 15c.

Rs(On+1, Cnv1, AL) = Opyq

— [0, + CAe — AACT™*1] Ecl15a]
Re(Ons1sns1, D) = Guiy — [ + Aasm1]  ECL15D]
Ec.[15c]

R(p = §0n+1 (0n+1, Cne1)



M. P. D. GUTIERREZ; W.T. M. SILVA

REEC — Revista Eletrénica de Engenharia Civil Vol 12 - n21 (2016)

27
EMU_E: aﬁ = a(pn+1 = .r.kln+1 EC[ng]
Ro: Diferencia entre las tensiones de la iteracién doxy  Odow

actual y la anterior; R, _ 9¢™" Ec.[18h]
R, Diferencia entre las variables internas de la W 0

iteracién actual y la anterior; Para el cdlculo de los anteriores
R¢: Funcion de fluencia de la iteracion actual. coeficientes  son necesarias las siguientes

Durante la primera iteracidn los
residuales son calculados utilizando 6,41, {1ty
A4 para 6,1V {n41- Esto requiere el célculo de

"1 en el estado 0,41 y {41 . Para continuar el

r
proceso y actualizar las variables, las ecuaciones
residuales son linealizadas en torno a 6,4," y
{41 como en las Ecuaciones 16.
R, OR,..
R, + 2 9oy, + | =] @
aij [aakl ) g FTo ) S

R,
+[ "”] =0

Ec.[16a]

Ec.[16b]

OR

d
_(P:| aUkl + I:_(p:| 6{,{1 =0
1 th

90 Ec.[16c]

R1¢+[

Escribiendo las ecuaciones residuales en

notacién  tensorial, podemos escribir las

Ecuaciones 17.

Ry = 03" — 0y — Cijpgdepg + AACijpqTyg™ ' Ec.[17a]

_ A N+l
T R

_ 1 1
R, = ™t (Uijn+ ;Cijn_H)

Ec.[17b]
Ec.[17c]

Derivando las Ecuaciones 15. Podemos
obtener los coeficientes de las Ecuaciones 16.
Representan valores numéricos pues son evaluados
en 6,411y {n1" y asi obtenemos las Ecuaciones
18. El subindice 1 es suprimido para simplificar la
notacion.

aR"i‘ aCqu
_aak] = 8y 6j1 — 0u, [Aepq — 4a1,4" "] Eerl
arpqn+1 C.[ 83]
+ 4Gy =52
» ar n+1
Oij rq
— AAC;; Ec.[18b]
a%;? ypq a(
L . S S Ec.[18¢]
EY 1jpqTrq
aR 3 A”n+1
G _ _py %% Ec.[18d]
60'“ adkilﬂ
O0R;.. 8.
TP i Ec.[18e]
0 0k -
Y _ _g ntl _ Y Ec.[18f]
oA i AA=5a7

cantidades: Los valoresde C, r, d¢p/d{,Ady § en el
incremento de carga n+1 en la iteracidn actual y los
gradientes dC/da, dr/da, dr/0{, 0S/da, 0§/0,
0S/0AA. Las Ecuaciones 16 son solucionadas
simultdneamente para encontrar las tres
incégnitas,(Sal-j, 6Zij, y 044 para calcular los nuevos

valores estimados mediante las Ecuaciones 19.

021 =0l + 680 Ec.[19a]
01 = a3 Ec.[19b]
AX% = AAY + 642 Ec.[19¢]

Son evaluados de nuevo los residuales
definidos por las Ecuaciones 15. Probablemente los
valores obtenidos para los residuales no sean lo
suficientemente pequefios. Asi, el procedimiento
es repetido usando ahora los valores actualizados,
osead?,,¢% ., yAA* Elcorrector plastico AgP¢
gradualmente converge al valor correcto dentro de
la tolerancia adoptada. Los criterios de
convergencia adoptados son definidos por las

Ecuaciones 20.

es = |Rs" ||/ lotnsal| < TOL Ec.[20a]
ec = |Re /118 | < TOL Ec.[20b]
R, = ¢t < TOL Ec.[20c]

En que:
e,: Error en el tensor de tensiones.

e¢: Error en el tensor de variables internas.

5. INTEGRACION DEL MODELO DE VON MISES

El criterio de von Mises asume que la
fluencia ocurre cuando el invariante de tensiones
desviadoras excede cierto valor que depende a su
desviadoras. Serdan

vez de las tensiones

presentadas dos leyes de endurecimiento.

Mientras en modelos con endurecimiento
isotropico la superficie de fluencia se expande

uniformemente en todas las direcciones en el
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espacio de tensiones sin sufrir cambios en su forma
0 en su centro, para el caso de endurecimiento
cinematico el centro de la superficie cambia en el
proceso de carga, sin embargo su centro y tamafo
permanecen iguales. El cambio en la relacidon
tension-deformacion es dado por la Ecuacién 21.

6 =Cée Ec.[21]

En que:
0: Tasa del tensor de tensiones;

£%: Tasa del tensor de deformaciones elasticas.

Son utilizadas las Ecuaciones 22 para el
calculo del primer y del segundo invariante, asi
como el tensor de tensiones desviadoras.

1= a'kl(?kl Ec[22a]

Sij = 04 — §I(Si]. Ec.[22b]
1

/2 Ec.[22c]

I = (% Sklskl>

En que:
I: Primer invariante del tensor de tensiones (GPa);

sij: Tensor de tensiones desviadoras (GPa);
J: Segundo invariante del tensor de tensiones.

La superficie de fluencia del criterio de
von Mises, es asumida como un circulo con
respecto a un punto en el plano octaédrico,
representado por el tensor a y es dada por la
Ecuacién 23.

2
(p(s,a’) = (Sij - a’ij)(sij - aij) —§k2 =0 EC[23]

En que:
a;;: Tensor Back Stress (GPa);

k:Variable de endurecimiento.

Para el modelo con endurecimiento
isotropico a@ = 0, asumiendo una regla de flujo
asociativa, las ecuaciones involucradas en las
relaciones constitutivas plasticas son (Ecuacién 24):

1

EP =Ar;A=—1d
Kp

Ec.[24]

En que:
£P: Tasa del tensor de deformaciones plasticas;

A: indice de carga.
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Uno de los principales aspectos de la
teoria de plasticidad es la condicidn de consistencia
de la funcién de fluencia representada
matematicamente por la Ecuacidn 4. Esta condicion

lleva a (Ecuacién 25):

_ 09 4
K, =-223

T, Ec.[25]

5.1 APLICACION DEL METODO CPPM AL MODELO
DE VON MISES CON LEY DE ENDURECIMIENTO
ISOTROPICO NO LINEAL

Reescribiendo la Ecuacién 23, para el caso
de endurecimiento isotrdpico, el criterio de fluencia
es definido por la Ecuacion 26.

2
o(s, k) = SijSij ——k*=0 Ec.[26]

3

Donde la variable k, es la Unica variable

interna  en el modelo, y geométricamente
representa el tamafio de la superficie de fluencia,
se tiene entonces que, para las variables internas

(Ecuacién 27):

=k Ec.[27]

La tasa de cambio de la variable de
endurecimiento k definida en la Ecuacién 28a.

Dependera de una funcidn no lineal g
(Ecuacion 28b.), que depende a su vez de varios
parametros del material y de la historia de la
evoluciénde las deformaciones plasticas.

k = gfp EC[Zsa]
m(kf - ko)z _ aq

N TP e Tk

Ec.[28b]

En que:
k: Tasa de
endurecimiento;

cambio en la variable de

g:Funcion de evolucién de la variable de
endurecimiento;

&P: Longitud de la trayectoria en el espacio de
deformaciones plasticas desviadoras;

m: Parametro de endurecimiento;

ko: Tensién de fluencia de un espécimen
inalterado;

ks: Tension de ruptura.
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a.-m. (kf - ko)z;

a: (kf - ko) ;
b:m..

La longitud de la trayectoria en el espacio
de deformaciones pldsticas desviadoras, definida
por la Ecuacion 29.

. 1. .
év = [E eijpei,l’] Ec.[29]

En que:
é;j : Tasa de cambio en la variable del tensor de
deformaciones desviadoras.

La tasa de cambio del tensor de
deformaciones desviadoras es calculada con la
Ecuacién 30.

eU = €U - §gkk6ij EC[3O]
De las relaciones definidas en la Ecuacidn
29. Podemos reescribir la Ecuacién 31 como

(Ecuacion 31):

1
.t 1 /2 .
&= [Eéijpéijp] — [Erijdr”d] i=7dj Ec.[31]

En que:
rijd: Parte desviadora del vector de flujo.

~d 1 d,. d 1/2
T :I:Erij Tij ]

La parte desviadora del vector de flujo r;;,
puede ser calculada con la Ecuacién 32.

rUd = rU - §rpp5ij EC[32]

Combinando las ecuaciones anteriores, se
tiene que para el modelo con endurecimiento
isotropico no lineal, la tasa de cambio del tamafo
de la superficie de fluencia puede ser calculada con
la Ecuacion 33.

k=gril=gi Ec.[33]

Asi, para actualizar las variables internas
del modelo en el nuevo paso de carga, definidas por
laEcuacion9.La funcién de endurecimiento Ses un
escalar dado por la Ecuacién 34.

§=g Ec.[34]

Ahora, para la implementaciéon del

método, deben ser calculados los gradientes de la

29
funcién de fluencia respecto a las variables de
estado. Derivando la Ecuacidon 22b respecto al

tensor de tensiones, se tiene que (Ecuacidn 35):

askl 1
ﬁij = 6yibyj — §5iz5kz

Ec.[35]

La derivada de la funcién de fluencia
definida (Ecuacién 26) respecto al tensor de
tensiones desviadoras es calculada por la Ecuacidn
36.

;T(Zz = 26161515 = 28 Ec.[36]

Usando la regla de la cadena y las dos
ecuaciones anteriores, el vector de flujo plastico es
definido por la Ecuacién 37.

_0dg _6_<paskl _
doij  0syy dayj
25 (5ki511 - §5iz5k1) = 25 (Sgx = 0)

Se puede observar de la ecuacién anterior

-
Y Ec.[37]

que el vector de flujo plastico r;; es puramente
desviador, es decir, su parte volumétrica es igual a
cero (rijd = 1;j). Ahora, de las Ecuaciones 22cy 37.
Tenemos que (Ecuacion 38):

a_[1 a4 7 72
= o] = [

]1/2 Ec.[38]

1
=2[ESUS‘U =2]

La derivada de la funcién de fluencia
respecto a k es definida por la Ecuacion 39.
do 4

o = 3k
De las Ecuaciones 34 y 39. El modulo
plastico es calculado por la siguiente expresion
(Ecuacién 40):

Ec.[39]

d 4
K, =-225 = —kgr?

» 2 3 Ec.[40]

La integracion del modelo constitutivo
puede ser realizada o en el espacio de tensiones g,
o en el espacio de tensiones desviadoras s. En el
modelo de von Mises, por tratarse de un modelo
simple, puede ser utilizado el espacio de tensiones
desviadoras, disminuyendo considerablemente el
consumo computacional. En la implementacion
realizada el usuario puede escoger en que campo
de tensiones modelo

prefiere integrar el

constitutivo.
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.z . . n+1 n+1 =d
5.1.1 Formulacidn en el espacio de tensiones o 9™ _ . dg t g 0741 Ec.[45¢]
dk dk dk
Las ecuaciones principales Backward
Euler son definidas por las Ecuaciones 41. agmt _ g™t 10T % q
n+1 Ec.[45d]
041 044 a4A
=d
Oni1 = Op + CAg — AXCT™ (0111, k1) Ec.[41a] 0% 1 201 o
doy 27441200y, Y
= _—Zr--(ﬁ-k6-l
_ d U\t Ec.[45e
kn+1 = k(on+1, kns1,42) Ec.[41b] %r nr 1 [ ]
- §5ij5kz> =za_Tu
(pn+1(0'n+lrkn+1) =0 EC[41C] n+l
., . . 07,1
La evolucién de la variable interna es P 0 Ec.[45f]
determinada por medio de las aproximaciones 1y .
. . ar
2, determinadas por las Ecuaciones 42a y 42b ntl
_ P y aan Ec.[45¢]
respectivamente.
agmt 2a,bAA 7% e
k =ky + 420G (041, knsa) Ec.[42a] 001 (az +b¢P + bfdn+1A/1)3 00y
B 2a,bAA Tt Ec.[45h]
_ m(ks — ky)EP - 37d
k=ko+ _mlky = ko)P Ec.[42b] (az +béP,,,)" " et
(kf — ko) + méP
agn+1
En que: o 0 Ec.[45i]
k,: Valor de la variable en el paso de cargan;
. agntt 2a,b7% 41
k,.1: Valor de la variable en el paso de carga n+1. Y R 3
4 (ay + b&P, + bFd,,142)
Discretizando la Ecuacion 31 _2a1b7y, Ec.[45]]
. 3
(Ecuacion 43). (ay +b€?_ )
— . — =d
Pnar = 8Py HAGAS =T,,40 Ec.[43] Asi, los gradientes para la funcién de

Los coeficientes de las Ecuaciones 18 para
el modelo de von Mises con endurecimiento
isotropico son evaluados a seguir en el estado
actual de tensiones n+1, para simplificar la notacion
el subindice es dejado atras, es decir aij”“ = 0jj.
La derivada del tensor constitutivo en relacién al
tensor de tensiones es calculada en la Ecuacién 44.

n+1 n+1

aciqu _
60_}6[

. 0Tpq 0Spq

60‘kl aak,

1 Ec.[44]
=2 (Spk5ql - §6pq6kl)

Las expresiones para la Aproximacion 1
son dadas por las Ecuaciones 45.

gn+1 _ m(kf - ko)z _ a,
[(kf — ko) +mgp]*  [az + bEPI?
_ ! Ec.[453a]
(ag +bEP, + by, ,42)°
. ~d
agn+1 _ fd agn+1 N gn+1 or n+l
001 " oy doy Ec.[45b]

endurecimiento en el

calculados como (Ecuaciones 46):

ag—n+1 gn+1

2a,bAA

dgyy 7o (az + bfpn+1)3

ag—n+1
ok 0

Tk

ag_"“ _ 2a1b(Fdn+1)2

042

(ap +bev, )’

paso n+l1 pueden ser

Ec.[46a]

Ec.[46b]

Ec.[46cC]

Para la Aproximacidon 2 se tienen las

Ecuaciones 47.

9k m(ky — ko)

aokl_—(azi-bfpn+1)

— mAAEP

‘I’l+1]
a, 41

>[44(a, + bEP

ne1)

=d
0T 1

aO'kZ

=d
0T 41

(az +b¢7,,,)" 9%

a, A4

Tkl

- (ay + be?

n+1

) T

Ec.[47a]
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ok m(ks — ko) oR; ok B agntt
—_—— p > - _ __ — _pgn+l _
0k (g, +ber_..) [42(az +b37,.,,) 902~ "aar Y A=507
2 n+1 = _gntl
67_'dn+1 =4 2 b(_d )2 Ec.[49c]
- mA/lEan] — Ec.[47b] Y Pk CACRES .
@m0, (az +b¢7,,,)
- 2 ak . e .
) (ap +be?, ) Aproximacién 2 Ecuaciones (50):
ﬂ = M [(a + béP ) _
AN (az + b§p )2 2 n+1 aR( 0k a1A/1 Tkl
n+1 —_— ——= —
—mP,JF Ec.[47c] 991 9%t (a, + bfpnﬂ)z " Ec.[50a]
a; 4
=7 - —
(aZ + bfpn+1)2 " ? =1- % =1- i 2 ar;;“
‘ (42 4587 100) Ec.[50b]
Asi los coeficientes de ecuaciones =1 '
residuales del modelo de von Mises con una regla OR; ok a B

de endurecimiento isotépico no lineal son definidas
por las Ecuaciones 48.

6R,,”. 5.8+ AC 6rpqn+1
aUkl — Cik©j1 uprq aokl
= 861
+ 2428481 + 865 ) Ec.[48a]
4
=7 G066 AA
3
. or,," ! i
o By Pa__ _ P4
T AACijpq 9 A2Cijpq ok Ec.[48b]
aR,,”. = . g TH
AL “ipa'va
2
= [(K - §G) 8ij011
Ec.[48c]
+ G(5ik5jl + 5i15jk)] 25pq
= 4GSL']'
aR(p a(pn+1
_? _ = = Ec.[48d
ao_kl ag'kl Tkt Zskl C [ ]
IRy, _ ™! _ _fk Ec.[48¢€]

9 ok 3

Las demas expresiones dependen del tipo

de aproximacién de la variable de endurecimiento.
Aproximacion 1 (Ecuaciones 49):

OR 61; a—n+1
¢ _ _ 2,99

aO'kl B 60‘kl N aO'kl
n+1
9

=41 [-d Ec.[49a]

T n+1

Zale)l
3|
(a2 +b¢7,.,,)

=1 Ec.[49b]

_ d
== EC.[SOC]
170 (o)

5.1.2 Formulacion en el espacio de tensiones
desviadoras s

Para modelos simples (como el modelo de
von Mises con reglas simples de endurecimiento),
es posible combinar las ecuaciones anteriores en
una simple ecuacién escalar en A4, resolviendo esta
ecuacion y encontrando los valores de tensiones y
de variables internas en el incremento n+1. Este es
el caso para endurecimiento isotrépico no lineal
cuando las ecuaciones son basadas en el campo de
tensiones desviadoras. Las ecuaciones de Euler
para tensiones pueden ser descompuestas en parte
esférica y desviadora (Ecuaciones 51):

Pn+1 = Pn + KAep, — KA, ™1 Ec.[51a]

Sns1 = Sn + 2GAe — 2GAAr% Ec.[51b]

En que:
Pn+1 = ok : Parte esférica de on+1;
Sn+1: Tensiones desviadoras en el paso de carga n+1;
de = Ae — Agy, 0: Incremento desviador de la
deformacion.

Como ya fue mencionado anteriormente,

en modelos independientes de la presion

hidrostatica, como el modelo de von Mises
considerado en este trabajo, rm,"+1 =0, la
variacion de p es puramente eldstica. Para el célculo
de la variable de endurecimiento k, son utilizadas
las dos aproximaciones definidas en la secciéon

anterior por las Ecuaciones 42.
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Aproximacion 1: Es utilizada la et — knii 0
- - . w3
descomposicion aditiva de las deformaciones, es
decir que la deformacidn total es calculada como la J7r ok,
suma de la deformacién elastica y la deformacion Xo 3
;- , ., 200 a1x02
pldstica. Asi (Ecuacion 52): - 5 =
V3x, (azxo + béP xo + 2bAL tr)
Sp+1 = Sp + 2G(Ae — AeP) = st — 2GAAT,.4
= s — 4GAAS, 41 Ec.[52] JTV3 = ko X Ec.[57]
1 str or a1 Xg
_ gtr=5_ — 20} -=0
1+4GAA Xo (azxo + béP xo + 2bAL tr)
En que: JOV3 =k, (1 + 4G§A) -
Xo. 1+ 4GA/1 _ ZAﬂ]tr al( + ) .
L . . o (azxo + bEP_(1 + 4GAA) + 2bAAJ'T)
De la ecuacion anterior se sigue que la actualizacion —0 n
del segundo invariante puede ser calculada con la
Ecuacién 53. JTV3 = kn(1 + 4GA2)
(1 +8GAA + 16G>*AA?)
Jtr — 20N ay >
t
ooy =— Ec.[53] (azxo + b&P (1 + 4GA2) + 2bAAJT)
Xo =0
En que: .
1, Con algunas operaciones podemos

]n+1: <%Sn+1:sn+1> ;
1 2
]tr: (E str: str) ;
Notando que x, es un valor escalar, lo
cual implica que ;.1 y 5" son colineales. Usando
la Ecuacidon 42a la variable de endurecimiento
puede ser expresada como (Ecuacion 54):

knyr =kn+ A/17_'(1n+1.gn+1 =kn + 200 n119n4+
200]" Gny1

Xo

- Ec.[54]

La funcién de endurecimiento definida en
la Ecuacion 45a puede ser ahora expresada por la
Ecuacién 55.

a

(az +b&P, +bAATd, ;)
a;

" (ay +bEP, +2bMn )
a;
= Iy Ec.[55]
+bEP. 4 ZbM—)
(az ¢ n ’ X0

In+1 =

a1Xo

= 2
(azx0 + bEP xq + 2bAAJET)

Asi, la Ecuacion 54 resulta en la Ecuacion
56.
200t

%o (azxo + bEP_xo + 2bAAJ'T)

2
a1Xo
kni1=kn+

Ec.[56]

Combinando las Ecuaciones 52 y 56, en el
criterio de fluencia definido por la Ecuacién 26,
podemos llegar a la Ecuacién 57.

escribir nuevamente la ecuaciéon anterior como la
Ecuacioén 58.

(a1 + a A0 (By + B2 AN)

= 204 a; (1 + 16G2AA? Ec.[58]
+ 8GAA)

En que:

a:J7V3 = ky;

ay:—4Gk,;

Bi:a; + bfpn;

. t
By:4Ga, + 4GbEP | + 2b]*.
Desarrollando la expresidon anterior se

tiene la siguiente ecuacidn cubica en AA (Ecuacién
59):

ByAR3 + BoAA% + ByAL + B, = 0 Ec.[59]

En que:
By:ayB,% — 32G?J* ay;
By: 2B Bra; + ahgzz —16G/"ay;
B3:af,” + 2B Bocty — 2] ay;
B,: alﬁlz.
Aproximacion 2: Las expresiones para las
cantidades s,,,1, s'"y x, son definidas como en la
Aproximacion 1. Ahora, para la variable de

endurecimientok, se tiene que (Ecuacidn 60):

m(ky — ko)[EP,, + T4 n41A1]
(ks — ko) +m[éP + 79,100
=k Ec.[60]
€1 [S(pn + fdn+1AA]
a; + b[EP, +7%,,101]

kpi1=ko +

En que:
Cq: m(kf - ko),
a: kf - ko.
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Utilizando la Ecuacién 59 en el criterio de
von Mises podemos obtener la Ecuacién 61.

o[éP, + 744104
az + b[EP +79,.101]

tr
—V3=ky+ Ec.[61]
Xo

Reorganizando la ecuaciéon anterior vy

utilizando la Ecuacidn38 tenemos que (Ecuacion
62):

(]tr\/§ - koXo)(deo + bxofpn + bZ]trAl)

= xo(clfpnxo +2¢,JTAL) Ec.62]

Reemplazando la Ecuacién 52 en la
ecuacion anterior (Ecuacion 63):

(JrV3 — ko — 4GAAky) (ay + bEP, + 4GAAa,
+4GAAbEP + b2]TA)
= (1+4GAN)(c:é7,,
+4GAAC,EP |+ 2¢1]'TAR)

Ec.[63]

De forma andloga al caso de |Ia
Aproximacion 1, desarrollando la ecuacidn anterior
es encontrada una expresidon cuadratica en A4,
dada por (Ecuacion 64):

BlAAZ + BzAA + Bg =0 EC.[64]

En que:
By:—8Gko(2Ga, + 2GbEP_ +]b) — 8Gc,(2GEP, +]T);
32: _4Gko(a2 + bfpn) +
2(J7"V3 - ko)(2Ga, + GbEP | +]b)
—8¢,GEP, —2¢]";

B3: (]tr\/g_ ko)(az + bfpn) - lepn.

5.2 APLICACION DEL METODO CPPM AL MODELO
DE VON MISES CON ENDURECIMIENTO
CINEMATICO.

Generalmente, para modelar este tipo de
comportamiento, es introducida una variable
interna tensorial conocida como back stress y es
definida una regla de evolucidn adecuada para este
tensor. En modelos como el de von Mises donde el
criterio de fluencia es independiente de la presién
hidrostatica, el tensor back stress también es
independiente de la presidon hidrostatica.  El
modelo es ampliamente utilizado en plasticidad
independiente de la tasa y para reglas de flujo
asociativas. La regla de endurecimiento es no
lineal y en este trabajo es aplicada en el campo
de tensiones desviadoras. Para modelos con

endurecimiento cinematico, la cantidad k del
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criterio von Mises es asumida constante en el
modelo y geométricamente representa el tamario
de la superficie de fluencia. Asi, la variable interna
del modelo es el tensor back stress e (Ecuacion 65):

{=a Ec.[65]
Es utilizada de nuevo la regla de la cadena
para el cdlculo del vector de flujo plastico en las

Ecuaciones 66.
dp 0@ Osy

ri. = = —
Y aO’l‘j aSklaO'l‘j

1 Ec.[66a]
= 2(Sp — ) (5ki5zj - §5kz5ij) = 2(s;j — aj
00 _ o
da, = ij Ec.[66b]
bij = (Sij - a’ij) EC[66C]
El comportamiento de la ley de

endurecimiento cinematico es modelado usando la
regla de  Armstrong-Frederick  (Armstrong-
Frederick, 1966) dada por la Ecuacidén 67.

2

. ) 2 .
aj =§ceijp—ﬁyaijfp EC[67]

En que:
@;;: Tasa de cambio del tensor de endurecimiento;

cy y: Parametros del material.

Reemplazando las Ecuaciones 31, 66 y 67
en el criterio de fluencia definido en la Ecuacion 26,

se tiene la Ecuacion 68.
2
7t =—k

V3

Definimos el tensor §;; en la Ecuacion 69.

Ec.[68]

2 2 4 2

Sij = 3T~ ﬁyaijfd = ngij - ﬁyauf‘ Ec.[69]
En que:
bij: Sij - rij'

Asi, la Ecuacién 67 puede ser expresada
de la siguiente forma (Ecuacion 70):

dij = A.STU EC[70]
Utilizando la condicidn de consistencia de
la superficie de fluencia, definida en la Ecuacion 4,

podemos llegar a: la Ecuacién 71.

8
K, = §k(26k — 3yka) Ec.[71]
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En que:
a: (Sg; — Q) Ay

Utilizando las ecuaciones anteriores vy
dado que el tensor de flujo plastico es puramente
desviador, (r,, = 0), se tiene que (Ecuacion 72):

Cijklrkl = 4G(Sij - O,’,:]') = 4Gb’-1 EC[72]

De nuevo cuando es implementado el
método en el espacio de tensiones desviadoras, las
ecuaciones de Euler para tensiones pueden ser
descompuestas en partes esférica y desviadora
como en las Ecuaciones 72y 73.

Pn+1 = Dn + Klep, Ec.[72]

Sps1 = Sp + 2GAe — 2GAAr, 44

= 57— 2GMryyy Ee.(73]

La ecuacion backward Euler para el tensor
back stress es:

a;;" = o™ + gcAArij"“ - %yAAFdaU"“ Ec.[74]

El método puede ser simplificado a una
simple ecuacién escalar en AA, resultando en un
proceso computacionalmente muy eficiente.
Haciendo uso de las Ecuaciones 66 y 68, las
Ecuaciones 73 y 74 son expresadas como

(Ecuaciones 75y 76):

4
n+1 _— n n+1 n+1
aij = aij +§CA/1(SU _aij )

2 2
- —]/AA (— k) a’ij"H

V3 v3 Ec.[75]
1 n 4cAA i1
=5l + 5|
Sijn+1 - Sijtr _ 4GA/1(SU”+1 _ a”n+1)
= Sijtr - 4‘GAASU"+1
4GAA 4cAA
+— [aij” Sijn+1] EC[76]
Yo
1 [ o +4GM n]
= o Sij a;j
En que:
14 4cAl N 4kyAd
Yo: 3 3
16 GcAA
xo: 14 4GAN — =225
3 Y

Utilizando las ecuaciones anteriores, la

34
expresion para b;;, puede ser definida por la

Ecuacion 77.

n+1 __ n+1 n+1
by" " = (s — ay™*t)
n+1

1 4cAA
__[aijn N Sijm]
_ [ 4cA/1] IR S
= 3y, |0 v XU Ec[77]
1 [ o +4GM n] [1
_xo Sij Yo i
4cA/1] 1
_ —a:
3yo Yo
= alsl-j" + azaij"
En que:
1 4cAL
a;:—|1-— ];
Xo 3Yo
4GAA 4cAA 1
az: [1 - ] -
X0Yo 3Yo Yo

Finalmente, reemplazando las ecuaciones
anteriores en el criterio de fluencia, se puede llegar
a (Ecuacién 78):

2
(P — bijn+1bijn+1 —§k2 — 0

Q= (a15ij" + azaijn)(alsijtr + azaijn)

2 Ec.[78
20, [78]
3
2 2 27 2 2 2
2a,%Jir " + 2054 +2a1a2]as_§k =0
En que:
L 1,
. n n .
]a-(zaij a;j ) ;
Lot
Jas:Sij T agj™
Las cantidades anteriores dependen

Unicamente de los valores en el paso de carga n, los
cuales son conocidos. Asi, la Ecuacién 78 depende
Unicamente del multiplicador plastico, por lo que es
una ecuacién no lineal en AA, que puede ser
solucionada por algin método conveniente, como
el método de Newton. Una vez AA es calculado, es

n+1 n+1

utilizado para calcular a;; Y Sij usando las

Ecuaciones 75y 76 respectivamente.

6 EJEMPLOS NUMERICOS.

6.1 MODELO CON ENDURECIMIENTO ISOTROPICO

Es presentado un ejemplo numérico para
ambos espacios de integracién. Es utilizada una
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regla de endurecimiento isotrépico no lineal, la
variable de endurecimientok es calculada por
medio de las dos aproximaciones descritas. El
ejemplo es desarrollado en el espacio de tensiones
principales. Los parametros del modelo (para
tensiones, tension de fluencia y maddulos, es
utilizada la unidad Gpa) son:

ko = 0.25, k; = 0.4, m = 20, E = 200, v= 0.3, a; =
0.45, a, = 0.15, b = 20.

TOL=1e-10
Tensor elastico constitutivo, de la
Ecuacionii:
269.2308 115.3846 115.3846
C =|115.3846 69.2308 115.3846
115.3846 115.3846 69.2308

Las variables de estado de tensiones para
un tiempo nson:

o, ={0.1 0.05 0.075}, k, = 0.25,

As ={0.03 —0.028 0.01}, &, =0,

pn = 0.0750, s, = {0.0250 — 0.0250 0},], = 0.0250.
Utilizando la Ecuacién 23 se obtiene el

valor de la funcién de fluencia para el paso de carga

n: ™ = —0.0404.Para el estado de tension inicial

se tiene que,™ <0, lo que representa un

comportamiento elastico. En seguida es aplicado el

incremento adoptado de deformacién Ae. Las

propiedades del predictor elastico son:

6" ={6.1000 —2.8731 2.9981},
@t = 41.4945,Jt" = 45572,
st = {4.0250 —4.9481 0.9231}

Lo que resulta en un comportamiento
elastoplastico. El valor del predictor elastico sera la
primera estimacién del estado de tensiones, es
decir 6" = 0,44

Tns1 = 2Sp41 = {8.0500 —9.8962 1.8462}

6.1.1 Formulacion en el espacio de tensiones a.

Utilizando el procedimiento descrito en
4.1.1, es realizado un proceso iterativo utilizando el
método CPPM para encontrar los valores de las
variables de estado en el paso n+1.En las Tablas 2 y
3 pueden ser observados los resultados para las
tensiones y para las variables internas para un paso
de carga. Son utilizadas las dos aproximaciones
descritas en capitulos anteriores. Los resultados
son basicamente iguales, con una pequeia
diferencia que puede ser despreciable. Las dos
aproximaciones entonces pueden ser aplicadas en
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un programa con elementos finitos. Enseguida, en
la llustracion 1, se presenta la convergencia del
metodo para cada uno de los criterios
determinados por las Ecuaciones 20. Se puede
apreciar que hasta alcanzar los criterios, la

convergencia es cuadratica.

6.1.2 Formulacion en el espacio de tensiones s.

Siguiendo el procedimiento descrito en
4.1.2, es utilizado el método CPPM para encontrar
los valores de las variables de estado en el paso
n+1.Se puede observar que la formulacién en el
espacio de tensiones g envuelve significativamente
mas calculos que la formulacién en el espacio de
tensiones desviadoras s. No obstante, los
resultados son fundamentalmente los mismos, con
una pequenfa tolerancia. En la llustracién 2 se puede
observar

la trayectoria tension—deformacién para
modelo de

un Unico punto, aplicando el

endurecimiento isotrdpico no lineal descrito.

6.2 MODELO CON ENDURECIMIENTO CINEMATICO

En esta seccidn, utilizando el método de
proyeccion al punto mds préximo CPPM, son
obtenidas las relaciones tensidon-deformacion para
El método

un ciclo de carga.

satisfactoriamente las variables internas para una

representa

carga ciclica. Los pardmetros del modelo estdn
listados en la Tabla 1, segin Armstrong-Frederick
(1966) para un elemento sobre carga uniaxial la
tension de ruptura es dada por la Ecuacidn 79.

o =k+— Ec.[79]
Y
E v k C O'f
(GPa) (GPa)  (GPa) 7 (GPa)
200 03 0.1 30 100 0.4
200 03 0.1 3 10 04

En la llustracion 3 se puede observar el
comportamiento aplicando incrementos uniaxiales
en el tensor de deformacion. Como es de esperar
para los dos modelos implementados, la tensiéon
de ruptura alcanzada es el mismo valor al utilizar la
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TABLA 2: Resultados del proceso iterativo para la Aproximacion 1.

Iteracion on+l kn+1 eo el Ed 6\
1 {4,0943 -0,4074 2,5381} 0,2835 0,3310 10,0141 10,4006 0,0016
2 {3,0900 0,8272 2,3078} 0,2880 0,5056  0,0110 2,5860 0,0140
3 {2,5922 1,4392 2,1936} 0,2756 0,5554  0,0243  0,6352 0,0300
4 {2,3525 1,7339 2,1386} 0,2741 0,5230 0,0234 0,1473 0,0563
5 {2,2489 1,8612 2,1149} 0,2739 0,3721  0,0161  0,0275 0,0825
6 {2,2182 1,8990 2,1078} 0,2743 0,1099 0,0050 0,0024 0,0900
7 {2,2151 1,9028 2,1071} 0,2747 0,0032 0,0002 2,46E-05 0,0901
8 {2,2151 1,9028 2,1071} 0,2747 4,39E-07 1,05E-07 1,60E-10 0,0901
9 {2,2151 1,9028 2,1071} 0,2747 2,57E-14 1,01E-15 6,94E-18 0,0901

utilizar la Ecuacion 93. Se observa también
pardmetro yel
comportamiento es mas rigido. De modo similar, en

que cuanto mayor es el

la llustracién 4 se observa la trayectoria tensién —
deformacién para un elemento sometido en este

€aso a una carga ciclica de carga y descarga para los
dos modelos de la Tabla 1. Es importante resaltar
gue mediante el uso de la regla de endurecimiento
simulados modelos

no lineal pueden ser

histeréticos.

TABLA 3: Resultados del proceso iterativo para la Aproximacion 2.

Aproximacion 2

Iteracion on+l kn+1 eo el ed 6\
1 {4,0943 -0,4074 2,5381} 0,3495 0,3310 0,0714 10,4006 0,0016
2 {3,0947 0,8214 2,3089} 0,3990 0,5014  0,2863  2,5860 0,0140
3 {2,5926 1,4387 2,1937} 0,2756 0,5578  0,0245 0,6352 0,0300
4 {2,3527 1,7336 2,1387} 0,2741 0,5237  0,0235 0,1473 0,0563
5 {2,2490 1,8611 2,1149} 0,2739 0,3725 0,0161  0,0275 0,0825
6 {2,2182 1,8989 2,1078} 0,2743 0,1102  0,0050  0,0024 0,0900
7 {2,2151 1,9028 2,1071} 0,2747 0,0032  0,0002 2,46E-05 0,0901
8 {2,2151 1,9028 2,1071} 0,2747 4,46E-07 1,06E-07 1,60E-10 0,0901
9 {2,2151 1,9028 2,1071} 0,2747 3,39E-14 1,01E-15 6,94E-18 0,0901

TABLA 3: Resultados para el método con tensiones desviadoras.

Aproximacion 1

Aproximacion 2

Xo 28,7349 21,4188

Oni1 {2,2151 1,9028 2,1071} (2,2629 1,8439 2,1181}
Jns1 0,1586 0,2128

&P 0,0286 0,0282

In+1 0,8637 -

Kpsq 0,2747 0,3685
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ILUSTRACION 1: Convergencia del método.
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ILUSTRACION 2: Tensién-Deformacién para un cuerpo sometido a carga uniaxial.
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ILUSTRACION 3: Comportamiento de un elemento sometido a carga uniaxial.
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ILUSTRACION 4: Comportamiento de un elemento sometido a carga ciclica.

7. CONCLUSIONES

En este trabajo fue presentado el modelo
constitutivo de von Mises para un problema con
solo un elemento y la formulacién analitica para su
integracién empleando diferentes leyes no lineales
de endurecimiento de la funcidon de fluencia. La
rutina resultante de este trabajo presenta un
de
econdmica

comportamiento robusto en términos

implementacion numeérica y

computacionalmente, que serd implementado

posteriormente en andlisis con elementos finitos.

El método CPPM estd basado en el
esquema iterativo de Newton vy sufre los
inconvenientes inherentes del método. Por

ejemplo, el método converge solo cuando la
estimacion inicial estd cerca de la solucidn. Esto
varia dependiendo del grado de no linealidad de la
de del de
endurecimiento, otros. existir

regla endurecimiento, criterio

entre Puede
entonces no convergencia en diferentes casos:
Cuando el tensor de tensiones de prueba estd muy
alejado de la solucién, por ejemplo en modelos que
combinan endurecimiento y ablandamiento. En
algunos casos, el cambio en variables internas
durante iteraciones a nivel local puede ser muy
grande, resultando en divergencia. Pueden
aparecer también dificultades de convergencia
cuando la solucioén final cae cerca de “esquinas” en
las superficies de fluencia o de potencial plastico.

La satisfaccidon de la condicion de consistencia de la

funcién de fluencia mejora la precisién del método.
Asi, la precision del método depende del tamafio de
cada incremento.

Se puede concluir que para analisis con
elementos finitos

resultard mas conveniente

computacionalmente el uso del espacio de
tensiones desviadoras, siempre que sea posible,
pues existen modelos constitutivos donde sera
necesario el uso de la formulacién en el espacio de
tensiones. El trabajo presenta toda la formulacidn
analitica del CPPM la cual es dificil de encontrar en
la literatura de una manera simple y con una

notacién que no sea muy pesada para el lector.
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