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A geometric proof of the four vertex theorem
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Resumo:

Nesse trabalho, apresentamos uma demonstragao geométrica do teorema dos quatro

vértices para curvas estritamente convexas no plano.
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Abstract:

In this paper, we present a geometric proof of the four-vertex theorem for strictly convex
curves in the plane.
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1 Introducao

Um dos resultados classicos da teoria das curvas planas é o Teorema dos Quatro
Vértices que remonta ao inicio do séc. XX. Em 1909 Syamadas Mukhopadhyaya
[9] provou o teorema para curvas estritamente convexas no plano, e em 1912 Adolf
Kneser [7] provou o teorema para todas as curvas regulares simples e fechadas no
plano.

Para uma apresentagao desse teorema e a sua reciproca veja [1], [2], [3] e [4].
Os vértices de uma curva plana correspondem aos pontos de maximo e minimo
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local da sua curvatura Euclideana. Esses pontos correspondem a um contato mais
degenerado do circulo osculador com a curva. Relembramos que o circulo osculador
de uma curva plana é o circulo tangente a curva que possui contato de ordem maior
ou igual a 3 com a referida curva. Veja Fig. 1 para uma ilustracao da posi¢ao do
circulo osculador e a curva no caso tipico, ou seja, nos pontos onde a curvatura é

estritamente crescente.

circulo osculador (contato cubico)

Figura 1: Circulo osculador e contato ctibico com a curva 7 no ponto 7(u) no
caso tipico.

No caso de um vértice, o contato entre o circulo osculador e a curva v é quértico
ou superior. Veja Fig. 2.

O trabalho esta organizado do seguinte modo:

Na secao 2 interpretamos os vértices de uma curva convexa como sendo os pontos
de contato entre 4/ (indicatriz tangente) e uma familia de circulos concéntricos. Esse
ponto de vista é aparentemente novo na literatura.

Na secao 3 apresentamos uma demonstragao geométrica do teorema dos quatro
vértices. Nessa prova combinamos os resultados de A. Hurwitz [6] e S. Tabachnikov
[11] aplicados ao desenvolvimento feito na segao 2.

Na secao 4 fazemos as conclusoes finais, evidenciando que o teorema dos quatro
vértices é um teorema global e também uma fonte fecunda de problemas de curvas
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circulos osculadores (contato quartico)

|

Figura 2: Circulos osculadores e contato quértico com a curva 7 nos vértices.

planas e de curvas em superficies. Para uma amostra dessa diversidade sugerimos a
leitura do trabalho [1].

2 Vértices e contato

Considere uma curva de Jordan convexa y(u) = (z(u),y(u)) de classe C", r > 3,
com curvatura k estritamente positiva e parametrizada de modo que [y/,v"] = 1,
onde [.,.] representa a area orientada do paralelograma gerado pelos dois vetores.
Isso sempre é possivel pois v tem curvatura positiva, ou equivalentemente, v nao
possui ponto de inflexdo (contato ctibico ou mais degenerado com a reta tangente).
Portanto, a curvatura k£ de ~ é dada por:

1 1
k= = . 1
WF = [ s ) B

Assim, obtemos que k3 (u) = |7/ (u)[? (distancia ao quadrado de 7/(u) a origem).

Logo, os pontos criticos de k sdo os pontos de tangéncias entre a curva 7' e o
circulo centrado na origem e de raio |/ (u)|.

Considere a curva 7': [0, L] — R? que, com as hipdteses acima, é uma curva
regular simples e periddica de periodo L. De fato, L é comprimento afim de . Além
disso observamos que fOL ' (u)du = 0 e que o traco de 7' é um conjunto estrelado
em relacdo a origem, i. e., para todo 7/(u) o segmento de reta r, = tv'(u),t € [0, 1]
esta contido na regido delimitada pelo traco de v'.
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Denote por I' a regiao compacta simplesmente conexa delimitada pelo traco de
v, 1. e., 7/([0, L]) = oI".
O seguinte lema é devido a H. Guggenheimer, [5].

Lema 1. Uma curva fechada 3 : [0, L] — R? é a derivada de uma curva de Jordan
conveza vy de classe C™ (r > 2) se, e somente se, fOLﬁ(u)du = (0,0) e o trago de (8
¢ um conjunto estrelado em relacao a origem.

Demonstragio. (=) Se f(u) = 7' (u), sendo v uma curva fechada, entao fOL B(u)du =
(0,0). Se 8 nao for estrelado em relagao a origem segue que existem dois pontos ug
e up tais que os vetores v'(ug) e 7/(u1) sejam paralelos. A anédlise grafica mostra-
nos que a indicatriz tangente é injetiva e essa situacdo nao é compativel com a
convexidade de v. Veja Fig. 3.

' (u1)

L’Y(Ul)

Figura 3: Curva estrelada ndo convexa.

(<) Considere § curva fechada em relacao a origem tal que fOL B(u)du = (0,0). En-
tao y(u) = fou B(u)du é uma curva fechada e podemos supor que (0,0) nao pertence
ao traco de v. Com a hipotese de § ser estrelada, podemos concluir que v é uma
curva fechada com ntimero de voltas (orientada), em relacdo a origem, igual a +1.
A suposigao de v ser ndo convexa implica a existéncia de dois pontos y(ug) e y(u1)
como ilustrado na Fig. 3 e, portanto 74/ = 8 nao seria estrelada. O

3 Teorema dos quatro vértices

Nesta secao faremos uma demonstragao geométrica do teorema dos quatro vértices
para curvas estritamente convexas. A ideia bésica é relacionar vértices (pontos de
maximos e minimos locais da curvatura) com a teoria do contato aplicada a uma

curva (indicatriz tangente) e uma familia de circulos.
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Teorema 1. Seja v : [0, L] — R? uma curva reqular fechada e simples de classe

C*, k > 2. Entdo ~ possui pelo menos quatro vértices, i.e., contém pelo menos
dois pontos distintos de mazrimo local e dois pontos distintos de minimo local de sua
curvatura k.

Demonstracao. Considere a familia de circulos C,. centrados na origem. Veja Fig.
4.
Afirmacao: ~ possui pelo menos 4 vértices.

De fato, nos pontos de tangéncias p; entre a curva ' e os circulos de raios r;
temos que (7/,7") = 0.

1
Essa condigao caracteriza os pontos criticos da curvatura k de vy pois — (k:_2) =

du
2<’Y/, ’Y”>-

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
\}

Figura 4: Alguns vértices p; (i = 1,...,4) obtidos pelos pontos de contato da
curva 7/ com a familia de circulos concéntricos centrados na origem

(0,0).

Como o trago da curva 7’ é um conjunto estrelado podemos parametrizé-la por
Y (u) = (r(u) cosu,r(u) senu). Como [+ = 0 temos que r(u) e também r’(u)
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ortogonais a {cosu,senu} e, portanto, pela Proposi¢do 1 abaixo temos que 7(u)
possui pelo menos 4 pontos criticos e portanto « possui pelo menos 4 vértices.
De fato,

2m 2m
/ r(u) cos udu =r(u) sen ul2™ — / r'(u) senu du,
0 0
2
=— / r'(u) senu du = 0.
0

]

Observacao 1. Para uma discussdo sobre contatos entre familias de curvas e curvas
integrais de campos de vetores no plano, veja [8]. Para uma introdugio sobre as
propriedades globais de familias de curvas planas definidas por equagoes diferenciais
no plano, veja [10].

Para conveniéncia do leitor incluimos o resultado geral abaixo que da uma esti-

mativa de cota inferior para o nimero de zeros de uma funcao periodica.

Proposigao 1 ([6, 11]). Seja f: R — R periddica de periodo 2w e de classe C", r >
1, tal que
2m 2m
f(0) cospb df = f(@)senph dd =0, p=1,2,...,n.
0 0
Entao f possui pelo menos 2(n + 1) pontos criticos no intervalo [0, 27].
Em outros termos, se

f(6) = Z la,, cos p + b, sen pb]

p>n+1
entdo #{0 mod 2w : f(0) =0} > 2(n+ 1).

Demonstragio. Faremos inicialmente a demonstracao quando n = 1. Suponha que
f tenha média zero, i. e., 0% f(0)do = 0. Portanto f troca de sinal pelo menos
duas vezes. Vamos mostrar que f se anula pelo menos 4 vezes. Considere o vetor
N(0) = (cosf,sen ). Como por hipdtese fozw F(O)N(0)dd = 0 temos que

2w 2w
FOIN@0)do = | f(O)[Ra(N(0) + U)]d6 = 0,
0 0
onde R, é uma rotacao de ngulo a e U = (ug,vg) é um vetor constante.
Assim, fazendo uma translagao e uma rotacgao se necessario, podemos supor que
f anula-se nos pontos § =0 e § =7 com f|gx > 0.
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Agora observamos que

27 2

f(6) sen6db :/7r f(6) sen6db + f(6) senfdb,
0

0 ™

:/Wf(ﬁ) senQd@—i—/W|f(0)|(—sen0)d9>0.
0 ™

Ambas as parcelas possuem o mesmo sinal e assim obtemos uma contradicao.

Para o caso n > 2 seguiremos a mesma ideia.

Inicialmente interpretamos f(#) como sendo a restrigdo ao circulo unitério de
uma fungao F(z,y) definida no plano, ou num aberto contendo o circulo unitario.

Definindo # = cos e y = sen# temos que cos20 = x? — 3%, sen 20 = 2zy. Em
geral, usando a relacdo de Euler ¢ = cos(f) + isen(f) e o binomio de Newton,
obtemos cos(pf) e sen(pf) como polindmios homogéneos de grau p nas varidveis = e
Y.

Assim, nas hipoteses da proposi¢ao temos que

Flz,y) = Y [a,Py(w,y) + b,Qp(w,y)].
p2n+1

Logo f(6) = F(cosf,sen?).

No caso n = 2, suponha fozTr f(0)dd = 0. Se f possuir somente 4 zeros podemos
encontrar um polindémio trigonométrico f2(6) = ag + a1 cos € + by sen 6 + as cos 26 +
bysen 20 tal que fo possua os mesmos zeros de f e sinal(fy) = sinal(f) o que
conduz a fDQF f2(0)f(0)df # 0, uma contradigao. Logo f possui pelo menos 6 zeros
e f’ possui pelo menos 6 pontos criticos. O polindmio fy é a restricdo ao circulo
unitario de um polindémio go(x,y) = (ax + by + ¢)(Ax + By + C). O par de retas (
¢2(z,y) = 0) intersecta o circulo em quatro pontos (zeros de f).

O caso geral é obtido formalizando o argumento anterior. O ponto importante
a observar ¢ que dado um conjunto de 2n pontos no circulo unitario, existe um
polinémio Q(z,y) de grau n tal que a intersecio de Q(z,y) = 0 com o circulo

unitario é exatamente esse conjunto de 2n pontos. O]

Algumas observagoes sobre o teorema dos quatro vértices (veja [1, Cap. 5] e
referéncias citadas no texto):

Observacao 2. i) No deslocamentos paralelo de curvas os vértices sao preser-

vados.
i) Os vértices sao invariantes por inversoes.

iit) O teorema dos quatro vértices é vdlido para curvas esféricas e no plano hiper-
bolico.
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i) A wversao discreta do teorema dos quatro vértices é também vdlida com condi-

coes apropriadas.

4 Conclusao

Nesse trabalho apresentamos uma demonstracao geométrica do teorema dos quatro
vértices. Um dos objetivos foi o de enfatizar que esse teorema cléssico ainda é fonte
de problemas e de varias abordagens. A presente prova surgiu quando da elaboragao
das notas de um curso ministrado na Bienal da SBM, na Escola de Singularidades
do ICMC/USP e no 32° Coléquio Brasileiro de Matemadtica, veja [1].

A inovagao foi considerar a curva convexa vy parametrizada pelo comprimento de
arco afim e nao pelo comprimento de arco Euclidiano. Com isso, a analise geomé-
trica foi a de considerar o contato da curva 4 com a familia de circulos concéntricos
centrados na origem, veja Fig. 4. Os vértices (pontos criticos da curvatura) da
curva 7 correspondem exatamente as tangéncias entre 7' (curva estrelada em rela-
¢ao a origem) e essa folheagdo de circulos. Para obter o resultado combinamos os
resultados de A. Hurwitz [6] e S. Tabachnikov [11] que estabelecem cotas inferiores
para o numero de zeros de fungoes periddicas com hipdteses somente nos primeiros
harmonicos nao nulos {cos(nu), sen(nu)}. Veja Proposigao 1.

Finalizamos, observando que o teorema dos quatro vértices é um fato remarcéavel
da geometria extrinseca das curvas planas (fechadas e simples) e possui varias gene-
ralizagbes. Por exemplo, na geometria especial afim o andlogo é o teorema dos seis
vértices. Nesse caso, os vértices (pontos extremais da curvatura afim) sdo definidos
como os pontos de contatos mais degenerados da curva com uma conica (elipse,
hipérbole ou pardbola). Para uma amostra da grande variedade de ramificagdo do

tema dos “quatro vértices” sugerimos a leitura do trabalho [1].
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