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Resumo:

Nesse trabalho é investigado uma dindmica associada aos tridngulos circum-mediais.
E demonstrado que a sequéncia dos tridngulos circum-mediais converge para um
tridngulo equilatero. E também analisado a pré-imagem e relacionando a inversa

com a inelipse de Steiner.
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Abstract:

In this work, a dynamic associated with circummedial triangles is investigated. It is shown
that the sequence of circummedial triangles converges to an equilateral triangle. It is also
analyzed the pre-image and relating the inverse with the Steiner inellipse.
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1 Introducao

A investigacao das propriedades geométricas dos tridangulos e dos circulos tem grande
tradigao. Esses elementos geométricos continuam sendo fonte de problemas. Alguns
livros cléssicos sobre o assunto sao: [1], [2], [3], [6]-

Um tratamento recente de vérios temas motivados por triangulos, circulos e co-

nicas é apresentado em [5]. Para uma apresentagao de véarios problemas de dindmica
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associada a triangulos e poligonos veja [4] e [10]. Nesse trabalho, analisamos a di-
namica dos triangulos circum-mediais gerados a partir do baricentro. Veja secao
2.

No apéndice A calculamos explicitamente os lados do triangulo ¢(7') em funcao
dos lados a,b e ¢ de T e sua distorcao.

2 Dinamica atratora de triAngulos

Dado o triangulo Ty = {Py, P, P3} com vértices P, P, e P5 no plano R?, considere
o seu circulo circunscrito C com centro (z.,¥y.). Definimos a distor¢ao d(Tp) do
triangulo T como sendo a distancia entre o baricentro B = %(Pl + P+ P3)deTye

o centro O do circulo circunscrito C.
Lema 1. O tridangulo Ty € equildtero se, e somente se, a sua distor¢ao d(Ty) € zero.

O conceito de poténcia de um ponto interior a um circulo seré tutil nas demons-
tracoes dos lemas 3 e 6 a seguir. Definida por Potp = R? — d?, onde R é o raio
e d = a distancia de P ao centro do circulo, ¢ igual ao produto das medidas dos
dois segmentos determinados por P em qualquer corda do circulo que contenha esse
ponto. Veja Fig. 1.

P//

P/
POtP — R2 - d2 :p/ .p//

Figura 1: Corda P’'P” passando por P e segmentos PP’ ¢ PP”.

Usaremos as seguintes caracterizagoes do baricentro e de sua poténcia em relacao

ao circulo que circunscreve o triangulo.
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Denotando por w; = P, — Q, 1 = 1,2, 3, os vetores determinados por um ponto

@ qualquer e pelos vértices { Py, Py, P3} de um triangulo T', e por w = B — @ o vetor
posigao do baricentro em relagao ao ponto @, entao (veja Fig. 2)

Wi + Wy + W3
w = )

3

Figura 2: Vetor posicao w = B — ) com origem no ponto Q.

Em particular se u;, uy e uz sao os vetores com origem no centro do circulo, e

V1, Vs € V3 880 0s vetores com origem no baricentro do triangulo, entao (veja Fig. 3)

_ ||111 + Uy + 113”

d:d<T) 3 e vi+va+vy=0
Portanto,
9d(T)* = 3R* + 2u, - uy + 2u; - uz + 2u, - ug (1)
||V1||2 + ||V2||2 + ||V3||2 + 2V1 * Vo + 2V1 V3 + 2V2 *V3 = 0 (2)

Se L; sao as medidas dos lados do triangulo, entao

LI+ L3+ 13 = [lu—wl+[u —ul® + [[uz — uy?
6R2—2u1~u2—2u1'u3—2u2'u3
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o ututu vitvetvy
- 3 3

0

Figura 3: Vetor posi¢do u = B — O com origem no ponto O (esquerda) e média
zero (direita) quando Q = B.

LI+ L3+ L5 = |lvi—vo|* +[[vi— vs|]* + [[va — v3]?

(4)
= 2[val* + 2[|vall® + 2[[vs]l* = 2v1 - va = 2vi - va = 2va - v

Dessas expressoes obtemos:

Lema 2. Com as notagoes acima, seja Ty = { Py, Py, P3} um triangulo inscrito num
circulo C de raio R e B o seu baricentro. Entao a poténcia de B em relagao a C €
dada por:

LI+ L3+ L3 |[val + [[ve]* + [[vs]

Potp = 5 = 3 e d(T)* = R* — Potg

Nos enunciados dos lemas a seguir, A(T) representa a area do triangulo 7. Uti-

lizaremos nas demonstragoes a seguinte expressao da area de um tridngulo inscrito:

_ LiLyLs

A(T) iR

onde L; sao as medidas dos lados do triangulo e R o raio do circulo C.

Definicao 1. Considere um circulo C e T, o conjunto dos tridngulos inscritos em
C. Definimos a funcao
o: T — T
T — oT)
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da sequinte forma:

Dado T € T com vértices Py, Py, Py € C e baricentro B, tomemos 0s pontos
Q1,Q2, Qs € C tais que P,Q; € a corda de C que passa por B. Entio o(T') serd o
tridngulo de vértices QQq, Q2, Q3.

Lema 3. Seja T' um triangulo nao equildtero inscrito em um circulo C de raio R.
Entao
Ap(T)) > A(T)

Demonstrag¢ao. Na definigao de ¢(T'), cada par de semirretas com origem nos vérti-
ces P; e Pj contendo o baricentro B de T' determina tridngulos semelhantes { B, P;, P;}
e {B,0Q;,Q;}, opostos pelo vértice em B. De fato, utilizando a poténcia do ponto
B (Potp = R? = d(T)?) temos || P; — B|||Q; — B|| = Potp = [|Q; = BI|[|Pi — Bl e

entao

@ -Bl _I@-Bl _ Pty
[P =Bl ~ 7~ Bl 7~ BIIA - Bl

sendo \;; a razao de semelhanca entre os triangulos. Os lados desses triangulos
opostos aos vértices em B, que correspondem aos lados L;; e Eij dos triangulos T e
©(T) respectivamente, sdo entao relacionados por I_/ij = NijLij.

Determinando as areas dos tridngulo T' e (7)) através das medidas dos seus
lados obtemos a relagao

LipLy3L LisLy3L
Alp(T)) = 124}; 23 — A A3 hog 124; 23

Por outro lado, as expressoes dos \;; acima, implicam que

- )\12)\13)\23A(T) .

(POtB)S
1Py = B[P, — B|?||P5 — B|]?

)\12)\13>\23 =

e utilizando a expressao da poténcia do baricentro como a média dos quadrados das
distancias aos vértices, isto é,

_ 1A= BIP+ 1P = B|* + || — B|I?
3

Pot B

vemos que o fator AjpA13M\03 que relaciona as areas de T' e ¢(T), é de fato o cubo
da razao entre a média aritmética e a média geométrica de ||Py — B|?, || P — BJ|? e
| Ps — BJ|*>. Esta razao ¢ maior ou igual a 1, sendo que & igual a 1 se e somente se
|P. — B|| = ||P» — B|| = ||Ps — B||, ou seja, se o triangulo T" for equilatero. Como
por hipotese 7' nao é equilatero concluimos que A(p(7)) > A(T).

[
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Lema 4. Seja C um circulo e B um ponto no seu interior como mostrado na Fig.
4. Entao, os triangulos {B, Py, Py} e {B,Q1,Q2} sao semelhantes.

Figura 4: Os triangulos {B, Pi, P>} e {B, @1, Q2} sao semelhantes.

Lema 5. Seja C o circulo concéntrico com C de raio igual a d(T). As semirretas
com origem nos vértices Py, Py e Py de T que determinam os vértices Q1, Q2 € Q3
do tm'dngulo o(T), intersectam o circulo C no ponto B e em trés pontos distintos
Pl, P2 e P3 (um desses pontos serd o proprio B no caso de uma das semirretas ser
tangente ao circulo C) determinando assim um tridngulo T inscrito nesse circulo.

Entio o baricentro de T = {Pl, P, Pg} coincide com o baricentro do triangulo

o(T) = {Q1,Q2,Q3}. Veja Fig. 5.

Demonstragao. Vamos representar por B e B,y os baricentros de T' e de (7))
respectivamente, e por vp,, vg,, Vi, Vg € VB, OS vetores determinados com base
K2

no ponto B na dire¢ao dos respectivos vértices e baricentros dos triangulos 7', T e
o(T).

Observe que para i = 1,2, 3, os pontos P;, P;, B e (); sao colineares, e que em
virtude dos circulos serem concéntricos os segmentos BP; e P;(); sao congruentes.

Segue desse fato que

Vp =Vp + Vg, para i=1,23.

NEXUS Mathematicee, Goiania, v. 6, 2023, e200012. 6
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Q3

Figura 5: Os baricentros dos triangulos T = { P}, P, Ps} ¢ o(T) = {Q1, Q2, Q3}
sao coincidentes.

Somando as expressoes acima, observando que como B é o baricentro de T" entao
vp, + Vp, + vp, = 0, obtemos
VA + Vp, + Vpy VQ, T V@, + Vg,

Vg = = :VB
B 3 3 »(T)

Da igualdade dos vetores vz e vp_,, concluimos que os baricentros B e By(r)

)
sao coincidentes.

O

Lema 6. Seja T um tridngulo nao equildtero inscrito em um circulo C de raio R.
Entao

0<

de(T)) [, 16A(T)?
d(T) — 27 R + d(T))*

Demonstragio. Pelo Lema 5 temos que d(o(T)) < d(T) uma vez que B esta no
interior do circulo C cujo raio é igual a d(T"). Faremos em seguida uma estimativa
da posicao do ponto B em relacao ao raio de 5, ou seja, uma estimativa da razao
entre d(p(T")) e d(T).

Antes, porém observe que o triangulo T ndo & equilatero, e assim d(o(7")) > 0.
De fato, suponhamos que T seja equilatero. Entao B coincide com O portanto, a
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reta ]SZ-B coincide com a reta OPF;. Portanto R@P] = 151515] = 120°. Isso implica
que T também é equilatero, o que contraria a hipotese.

Vamos representar por «; (i = 1,2,3) os angulos determinados pelas semirretas
com origem no baricentro B e contendo os vértices adjacentes ao lado L; do triangulo
T, e por [; o lado correspondente do triangulo T. O lado [; ¢ compreendido por um
angulo inscrito no circulo C com vértice em B que é igual a a; ou o seu suplementar

(m — ;). Nos dois casos a Lei dos senos nos da I; = 2dsen(«;). Veja Fig. 6.

Q3

Figura 6: Relacdes métricas nos triangulos T = {ﬁl, P, ﬁg} eT ={P, P, P3}.

A &rea de um tridngulo qualquer pode ser determinada em fungao de um de seus
angulos 0 e dos lados adjacentes a e b, por absen(f)/2. A area dos triangulos de
base L; e vértice B é igual 1/3 da area de A(T) (a altura é 1/3 da altura de 7)),
que sera representada aqui simplemente por A. Observe também que as medidas
dos outros lados desse triangulo (adjacentes a «;), sdo limitadas superiormente por

R+ d. A partir desses fatos obtemos para i = 1,2, 3 as desigualdades

2A 4dA

i) Z s li 2 55—
sen(ai) 2 s € 3(R + d)?2

O raio do circulo C ¢ igual a d = d(T) e a distancia do baricentro de T ao centro
do circulo ¢ igual a d(p(T)). Utilizando-se o Lema 2

Temos ) ) ) ) 1o
:l1+l2+l3> 16d* A

&~ d(p(T)) 9~ 27(R+d)

NEXUS Mathematicee, Goiania, v. 6, 2023, e200012. 8
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e portanto

]

Observe que apenas se T fosse equildtero essa cota superior seria nula, uma vez

2 . 2
que nesse caso d = 0 e a area seria A, = 3\/23

, entao

16A2 1642,

_1
27(R+dE = 27R*

Seja Ty um triangulo qualquer inscrito no circulo C de raio R e centro O. A
partir de Tj a aplicacao ¢ da origem a uma sequéncia de triangulos inscritos, que
representamos por (7)), definida indutivamente por 7,1 = ¢(7T,,) para todo n > 0.
No que se segue as areas dos tridngulos serao representadas por A,,, a sequéncia dos
baricentros por B, e as distancia dos baricentros ao centro do circulo d(T},) serao

representadas simplesmente por d,,.

Proposicao 1. Seja Ty um tridngulo nao equildtero inscrito em um circulo C. Entao
existe kg < 1 tal que 0 < d, 41 < kod,, para todon > 0. Além disso

. dn—l—l o
i (%) <o

Demonstracao. Seja A, = A(T,) a sequéncia das areas de T,,. Como dy > 0 por

hipotese, segue por inducao utilizando o Lema 3 que A, > A, e, utilizando o
Lema 6, que 0 < d,,;1 < d,, para todo n > 0. Ainda pelo Lema 6 temos

doir 1642
Chp= 1= oon
d, \/ 27(R + dy,)"!

O fato da sequéncia (A,,) ser crescente e (d,) ser decrescente implica que (k)

é decrescente. Logo d,y1 < k,d, < kod, para todo n > 0 e como ky < 1 entao

Segue da convergéncia de d,, para zero, que A, converge para a area do triangulo

equilatero A, = 3‘/§R2. Entao lim, . k, =0 e

. dn+1 o
i (%) <o
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Podem ser obtidos exemplos que mostram que a sequéncia das razoes d,.1/d,
embora limitadas superiormente por 1 nao é necessariamente decrescente. A conver-
géncia para zero da razao d,.1/d, implica automaticamente na existéncia de uma
cota superior A\ < 1 valida para n suficiente grande, entretanto os lemas acima impli-
cam na existéncia de uma tal cota valida para todo n > 0, uma vez que a sequéncia
de cotas superiores k,, é decrescente.

A cota superior kg que foi obtida depende de T. Nao existe uma cota superior
menor que 1 para as razoes d,y1/d, que seja valida para todo tridngulo. De fato,
dado d satisfazendo R/3 < d < R e € > 0 pode-se construir exemplos em que
d(T) =d e d(p(T))/d(T) > 1 —e. Por outro lado, dado d < R/3 pode-se mostrar
que existe A < 1 tal que d,,+1/d, < A para todo triangulo T" que satisfaz d(T") < d.

Teorema 1. Seja Ty um tridngulo nao equildtero inscrito em um circulo C. Entao
existe um tridngulo equildtero T tal que

lim Ty, =T e lim Ty, 11 = (7).

n—o0 n—oo
Demonstragao. Cada vértice do triangulo 7;, corresponde a um vértice de 7}, de-
terminado pela semirreta com origem naquele vértice e contendo o baricentro do
triangulo. Podemos entdo representar por (X,,), (Y,,) e (Z,) as sequéncias formadas
pelos vértices correspondentes da sequéncia T,.

O segmento X, X, 15 é oposto ao angulo inscrito em C determinado pelas semir-
retas com origem no vértice X, ;1 e contendo respectivamente os baricentros B,, e
Bny1 (veja Fig. 7). Seja 6, o angulo determinado pelas semirretas com origem em
X,,11 e tangentes ao circulo de raio d,.

Observe que como d,, converge para zero entao existe um nimero natural n; tal
que 6, é menor que um angulo reto para todo n > n; (basta obter n; de modo que
dp, < @) Entao, como d, 1 < d, temos que || X2 — X,|| < 2Rsen(d,,), de onde
segue que para todo n > ny

0, 0\ pdn 0\ On
| Xni2 — Xp|| < 4Rsen (5) cos (5) = 4RE cos (5) = 4d,, cos ( 5 ) < 4d,,.

Pela Proposicao 1 a série ) d, é convergente, logo para todo € > 0 existe n,
tal que Z;’o:nQ d, < £/4. Em vista da desigualdade acima concluimos que para todo
n = ny = max{ni,ne} e todo k > 1

1 k-1

| Xnt2i12 — Xnyail| < Z4dn+2i <e

1=0 =0

HXn+2k - XnH <

NEXUS Mathematicae, Goiania, v. 6, 2023, €200012. 10
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X7L+2

Zn—H \\

Figura 7: Sequéncia de triangulos {X,,,Y,, Z,}.

Portanto as subsequéncias (Xs,) e (Xa,41) sd@o de Cauchy e consequentemente
sao convergentes. Analogamente se mostra que (Ya,), (Yani1), (Zon) € (Zopy1) tam-
bém sdo convergentes. Sejam X, Y e Z os limites de (Xa,), (Yon) € (Z2,) respecti-
vamente, e T' = {X,Y, Z}. Como o baricentro depende continuamente dos vértices
do triangulo, e a sequéncia dos baricentros de 75, converge para o centro do circulo,
entao o baricentro de T' é o centro do circulo e T" é equilétero.

Por fim, como Ty,11 = ¢(1s,), entdo a subsequéncia (7s,+1) converge para o

triangulo ¢(7'), que também ¢é equilatero. ]

Teorema 2. Para todo triangulo nao equildtero Ty = { P, P», P3} a sua pré imagem
pela aplicacao ¢ € dada por T) = {P|, Py, P{} e T}y = {P{, Py, P{}. Além disso, o
baricentro de Ty € ponto médio do segmento definido pelos baricentros de T} e T{ .
Eziste uma elipse (inelipse de Steiner) tendo como focos os baricentros de T} e Tj,

sendo tangente aos lados do tridngulo T nos seus pontos médios. Veja Fig. §.

Demonstragao. Seja Ty um tridngulo de vértices P, P, e P3 inscrito no circulo C
de raio R. Se P é um ponto qualquer no interior do circulo, para i € {1,2,3}, a
reta determinada por P e P; intersecta o circulo em um ponto @);, determinando
assim o triangulo 77 de vértices @)1, ()2, (J3. Quando o ponto P é o baricentro de

NEXUS Mathematicae, Goiania, v. 6, 2023, €200012. 11
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Figura 8: Pré¢ imagem o 1({P, P2, P3}) = {P{, P5, P;}y u{P/, P}, P}

Th, esse processo define a aplicagao ¢ no espago dos triangulos inscritos no circulo
por ¢(Tp) = T1.

Por outro lado, quando o baricentro de Tq for o proprio ponto P utilizado para
determinar T a partir de Tp, entdo Ty € = 1(T1).

Um ponto P qualquer no interior do circulo e os vértices de Ty e 17 determinam
os vetores u; = P, — P ev; = Q; — P, para i € {1,2,3}.

Observe que |u;||v;] = Potp = R? —d? onde d = |P — O] (O ¢ o centro do circulo
C de raio R.) Observado que u; e v; tém sentidos opostos, resulta entao que

(R2 - dz)uz

|Uz‘|2

v = — , 1 €{1,2,3}.
O ponto P é o baricentro de T} se, e somente se, v; + v + v3 = 0 (analogamente
a equagao u; + ug + uz = 0 também caracteriza o baricentro de Tp). Utilizando as

expressoes acima vemos entao que P é o baricentro de T} se, e somente se,

R? — 2 (“1 y s ):0.
=)\ Tl T Tl T TP

NEXUS Mathematicae, Goiania, v. 6, 2023, €200012. 12
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Como R? — d? > 0 para todo ponto no interior do circulo, entao resumindo o

que foi dito acima, podemos dizer que para um dado triangulo Ty = { Py, P», P3}, a

pré-imagem ¢~ (T}) é exatamente o conjunto das singularidades do campo

__P—HA%P—&A+P—%
|P=P2 |P-PB]2 |P-PR?

V(P)
Um célculo simples mostra que V = V(f), onde f é a fungao definida por
f(P)=In(|P, — P||P, — P||P; — P|) =In(|P, — P|) + In(| P, — P|) + In(|Ps — P|).

As singularidades de V' s@o selas (a hessiana de f tem trago nulo e determinante
negativo), e as Orbitas sdo transversais aos lados do triangulo (basta observar a
defini¢ao do campo).

Entao o baricentro de ¢~!(7}) ¢ o conjunto dos pontos criticos da média geomé-
trica das distancias |P; — P|, |P, — P| e |Py — P].

Isso é analogo ao fato de que o baricentro de Ty é o ponto critico da média
aritmética dos quadrados dessas mesmas distancias.

O campo também pode ser definido na regido exterior ao circulo (a poténcia
nesse caso ¢ d?* — R?) mas nao esta definido nos vértices do triangulo. A Fig. 9
mostra um retrato de fase tipico (no exemplo mostrado o campo esta multiplicado
pelo fator (R? — d?), por isso o w-limite de todas as 6rbitas interiores ou exteriores
esté no circulo, cujos pontos sdo também singularidades).

Considerando um sistema de coordenadas adequado nao é dificil determinar as
singularidades do campo V.

Especificamente considere um sistema de coordenadas cartesiano tal que os vérti-
ces sao P =(1,0), P,=(a,b), Ps=(—1—a,—b) e baricentro (P, + P>+ P5)/3= (0, 0).

Nessas coordenadas os pontos singulares sao solucoes da equacao bi-quadrada

—122% + (4ac— 12b2—|—4c2+4a2) 22 + 6 ach® + 320% + 3b%a® = 0.

Existem duas singularidades, sendo que o baricentro do tridangulo 77 é o ponto
médio do segmento determinado pelos pontos singulares do campo. Veja Fig. 9.

Identificando P = (z,y) = x + iy, P, =1+0i, P, =a+ b, P = —(1+4+a) —ib
temos também que as singularidades do campo V' sao definidas pela equacao

1 1 1
E pu =
@ =5—p T p-p T Pop

0. (5)

Observamos que V = E. Portanto, pelo teorema de Marden, veja [7], [8] e
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Figura 9: Singularidades do campo V e seu retrato de fase numa situagao tipica.

[9], existe uma elipse tendo como foco os dois zeros de E(z,y) = 0 e essa elipse é
tangente aos segmentos P, P; e passa pelos pontos médios (P, + P;)/2. O

Conclusao

As propriedades geométricas dos tridngulos e dos circulos sao essenciais em varios
ramos da Matematica. Nesse artigo analisamos a dinamica dos triangulos circum-
mediais e provamos que uma sequéncia desses triangulos convergem para um tri-
angulo equilatero. Outra parte interessante da dindmica é relacionada a sua pré-
imagem. No Teorema 2 descrevemos suas propriedades e identificamos a inelipse de
Steiner (inscrita no triangulo 7} passando pelos pontos médios dos lados e focos nos
baricentros dos dois triangulos da pré-imagem). Dessa forma, podemos construir
geometricamente os dois triangulos da pré-imagem a partir da inelipse de Steiner.
Ver Fig. 10.

A inelipse de J. Steiner possui varias propriedades curiosas. Destacamos que
a inelipse maximiza a area dentre todas as inelipses do triangulo dado. Também
a mesma coincide com a elipse de Steiner do tridangulo medial, i.e., ela é a elipse
circunscrita ao tridngulo medial centrada no baricentro. Outra curiosidade interes-
sante é que se identificarmos o plano R? com o plano complexo C podemos definir
a funcdo polinomial p(z) = (z — A)(x — B)(z — C). Os focos Fy, Fy da inelipse de
J. Steiner sao os zeros da derivada p'(z).
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Figura 10: Inelipse de Steiner centrada no baricentro G do triangulo {A, B, C'}.
Os focos F1 e Fy de S sdo os baricentros da pré-imagem da dindmica
circum-medial ¢.

S é a Inelipse de Steiner

Finalizamos propondo o problema de analisar a dindmica em dimensao superior.
Por exemplo, trocando triangulo por tetraedro (ou simplexo) e circulo por esfera (ou

hiperesfera).
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A Apéndice

Sejam a, b e c os lados do triangulo ABC. Entao a sua imagem A; B;C pela aplicagao
© possui lados iguais a:
a(a®+b* + ¢?)
“ = 2 2 _ 2 2 _}2 2 = h(a,b,¢)
V(2a2 +202 — ?)(2a? — b2+ 22)
b(a?+b* +c?)
by = . — - - = h(b,c,a) (6)
V(2a2 +202 — )(—a? +2b2 4+ 22)
c(a® + b* + 2)
¢ = — — - - = h(c,a,b)
V(2a2 =02 +2¢2)(—a? +2b2 4+ 22)

Observamos que h é homogénea de grau 1 e simétrica nas variaveis b e ¢, i. e.,
h(a,b,c) = h(a,c,b).
A razao de areas dos triangulos é dada por:

Area(Ay, By, Cy) (a* +0* + *)?
Area(A,B,C)  (2a%+ 2b% — 2)(2a% — b2 + 2¢2)(—a? + 2b% + 2¢?)
8(Sa + Sy + S.)°

(Sa + Sp 4+ 4S.) (S +4Sy + S.)(4S, + Sy + Se)
2(s2 —4rR —r?)°
§6 —37r(4R—117)s* —372(20 R2 +407R + 1172) 52 — r3 (4 R+ 1)°

O raio do circulo circunscrito é igual a

abe

at+b+c
A )

R = 5

, A’ =5(s—a)(s—b)(s—c), s=

A distorcao do triangulo ABC é dada por

a® — a*b? — a*c® — a?b* + 3a?b%c® — a?ct + b8 — b — b2t 4+ B

9(a+ b+ c)(a+b—c)(a—b+c)(b+c—a)

d (D) =
Também,

2
di(N)? =R* + §7’R + 5(7"2 — 5%)

9
(S + Se) (52 + SpSe) + (S§ — 65,5, + Sc?)S,
B 36(S,Sy + SuS. + SpS.)
Sa :%(—cﬂ + b+ ), Sy = %(GQ — bV +c?), S.= %(a2 +b? —¢?)

onde S, Sy, S. sao os simbolos de Conway. A distorcao do triangulo A; B;C; é dada
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por
s 8(s—a)(s=b)(s—c)(a®—a®b—a*c—ab®+ 3abc — ac® + b* — b*c — bc? + ¢?)
di(D)* =
18 abes
Também,

(D)2 = AB

A= (525b + 828, + SuSE — 6S35ySe + SuS% + SES.. + SyS?)
B = (452 — 3828, — 3528, — 35,57 + 65,5,S. — 35,5 + 4S5} — 3S%S,. — 35,82 +452)
C = 36(Sq + Sy +45:)(Sa S + SaSe + SpSe) (Sa + 48y + Se)(4Sq + Sp + Se)

(dt(A1)>2 _ 453 = 3(Sp + S.)(Sa + 94Sc) = 3(Sp — 5c)*Sa + 45 + 457

di(N) (Sa + 4S5y + S:)(4S, + Sp + S.)(Sa + Sy +45,)
Portanto,
(dt(A1)>2 Lo 28t S+ S)(SaSht SaSe +5S)
dt(A) (Sa + Sy + 45’6) (Sa + 45}, + Sc) (4Sa + Sy + SC)
Temos que,
So+ Sy + S = (a + b+ ) =5 —4Rr —r* >0
SuSh + SuSe + SyS, :< “btolzatbrolatbroletb=o o0 yax

4
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