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Resumo: O presente texto têm omo objetivo apliar a metodologia de Resolução

de Problemas em questões do otidiano ujas soluções envolvem os oneitos de divi-

sibilidade e ongruênia modular. A atividade proposta foi elaborada pelo grupo do

Programa de Eduação Tutorial (PET) em Matemátia da UnB e desenvolvida om

alunos do Ensino Fundamental e Médio, om alunos de Graduação e om professo-

res da Eduação Básia e da Eduação de Jovens e Adultos (EJA). Apresentamos

uma proposta didátia que pode ser trabalhada no Ensino Fundamental e Médio e

que também serve de material de apoio para os professores. Como suporte para as

disussões e para a fundamentação teória foram usados os trabalhos de Saldanha

[9℄, Silva e Friedmann [10℄ e Terada [11℄. De modo geral, observamos que a proposta

foi exeutada om êxito. Os partiipantes entenderam os oneitos apresentados e

onseguiram resolver os problemas propostos utilizando o material de apoio onfe-

ionado.

Palavras-have: Matemátia. Resolução de problemas. Aritmétia modular.

Abstrat: The present text aims to apply the Problem Solving methodology to every-

day situations whose solutions involve onepts of divisibility and modular ongruene. The

proposed ativity was elaborated by the Tutorial Eduation Program (PET) group in Mathe-

matis of UnB and developed with middle and high-shoolers, undergraduate students, and

with teahers of basi eduation and of youth and adult eduation (EJA). We present an

eduational proposal that an be worked on during middle and high-shool and that also
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serves as a support material for the teahers. The works of Saldanha [9℄, Silva and Fried-

mann [10℄, and Terada [11℄ were used as a basis for the disussions and for the theoretial

foundation. As a whole, we observed that the proposal was exeuted suessfully. The par-

tiipants understood the onepts presented and were able to solve the proposed problems

using the manufatured supporting material.

Keywords: Mathematis. Problem solving. Modular arithmetis.

1 Introdução

Nos dias atuais, oorre um fen�meno habitual nas aulas de matemátia no que

se refere às di�uldades dos alunos na aprendizagem dessa disiplina. Quando se

trabalha om alunos que tem di�uldades em matemátia é frequente a�rmar que

esses alunos têm di�uldades de abstração (Bergeron [1℄). No entanto, observamos

que atualmente grande parte da metodologia de ensino de matemátia se reduz a um

modelo de aulas expositivas, teórias e abstratas, no qual o professor se torna o entro

e o aluno tem um papel de mero espetador ujo maior esforço é, normalmente, na

resolução de exeríios de �xação.

Busando trazer para a sala de aula problemas que mostram a apliabilidade

da matemátia, propomos a metodologia de Resolução de Problemas (Leal JR [6℄,

Onuhi [8℄, Saldanha [9℄) omo uma alternativa para o ensino e aprendizagem de

matemátia. Isso permite ao aluno ser um agente ativo de seu aprendizado e, mais

do que isso, proporiona ao aluno aprender.

Nesse sentido, este texto pretende ser, para o professor da Eduação Básia e

para o aluno, mais uma forma de ensino e aprendizagem fazendo o uso de problemas

resolvidos om o oneito matemátio de ongruênia modular, fazendo-os enxergar

que a prátia e a experiênia são neessárias e que insuessos têm tanto valor quanto

os suessos. Segundo Saldanha (2012, página 7),

O fato de analisar os diferentes aminhos esolhidos pelos alunos e seus

resultados obtidos é muito enriqueedor para a aprendizagem. Veri�ar

o porquê que um aminho não pode ser usado, o que está inorreto, o

que invalida a resposta, são atividades que devem ser desenvolvidas om

a partiipação de todos.

O objetivo prinipal deste texto é soializar omo utilizar uma ferramenta da

teoria dos números, a aritmétia modular, omo proposta didátia a ser trabalhada

no Ensino Fundamental, no Ensino Médio, na Eduação de Jovens e Adultos, na

Eduação Básia uma vez que envolve oneitos omo restos da divisão entre dois

números. A ongruênia modular tem muitas apliações, dentre elas a justi�ativa

para ritérios de divisibilidade, problemas que envolvem propriedades das operações

básias e modelagem de vários fen�menos periódios (Silva e Friedmann [10℄). Os
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problemas explorados e apresentados estão relaionados om fen�menos periódios

omo dia da semana em que oorreu o nasimento de uma pessoa, o álulo dos dois

últimos dígitos do Cadastro de Pessoas Físias (CPF) e a leitura do ódigo de barras

brasileiro. Esses problemas têm apliações prátias no dia a dia e são problemas que

podem ser estudados om alunos do Ensino Fundamental e Médio, além de servir

omo ferramenta para professores que trabalham na Eduação Básia.

As atividades que aqui desreveremos foram elaboradas pelo Programa de Edu-

ação Tutorial (PET) em Matemátia da Universidade de Brasília. Foram apliadas

para alunos de graduação em Matemátia, para professores da Eduação Básia,

para professores da Eduação de Jovens e Adultos e para alunos do Ensino Funda-

mental e Ensino Médio. Foram apliadas no período de 2015 a 2018 em atividades

de natureza extensionista desenvolvidas no próprio Departamento de Matemátia

omo também em esolas da Seretaria de Estado da Eduação do Distrito Federal

(SEEDF). Este é um tema bastante atual e que pode ser trabalhado desde as lasses

do Ensino Fundamental II, que abrange do sexto ao nono anos, promovendo exe-

lentes oportunidades de ontextualização no proesso de ensino e aprendizagem da

matemátia.

2 Metodologia

As atividades foram realizadas em forma de o�inas e apliadas em várias etapas:

II Enontro do Centro Oeste dos grupos PET (II ECOPET); XXII Enontro Naio-

nal dos grupos PET (XXII ENAPET); Semana de Matemátia da UnB e Semana

Universitária ujos partiipantes foram alunos de Graduação; Vivênias em Edua-

ção Matemátia do Distrito Federal, atividade realizada pela Soiedade Brasileira de

Eduação Matemátia, Regional Distrito Federal, ujos partiipantes foram alunos

do Ensino Fundamental e Ensino Médio de várias esolas públias do DF; Cursos

de formação de professores da Eduação Básia e Eduação de Jovens Adultos.

Os problemas abordados foram adaptados quanto ao nível de di�uldades e a

forma de abordagem levou em onsideração se os partiipantes eram alunos da Edu-

ação Básia, alunos de Graduação ou professores. A atividade foi apliada para

grupos de alunos ou professores que se reuniram um uma sala no próprio Depar-

tamento de Matemátia ou nas esolas da Seretaria de Estado da Eduação do

Distrito Federal (SEEDF). Para trabalhar solução dos problemas ou partiipantes

podiam se organizar em duplas ou em grupos ompostos por até seis partiipantes.

A seguir listamos os problemas propostos e em seguida desrevemos o método

trabalhado na exeução de ada um deles.
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2.1 Sobre o onteúdo

A aritmétia modular é um oneito estudado em teoria dos números que envolve

o oneito de ongruênia modular. O oneito de ongruênia modular está relaio-

nado om o oneito de divisibilidade, que está formalmente presente no urríulo

da eduação básia desde o sexto ano.

Dizemos que a é divisível por b se existe um  pertenente aos inteiros, tal que

a = bc + 0 onde 0 é o resto da divisão de a por b. Quando analisamos o resto da

divisão de um número qualquer por um divisor m temos que r = {0, 1, 2, 3, ..., m−1}.

Uma ongruênia é uma relação entre dois números que, divididos por um tereiro,

hamado módulo de ongruênia, deixam o mesmo resto. Por exemplo, o número 9

é ongruente ao número 2, módulo 7, pois ambos deixam resto 2, ao serem divididos

por 7. Representamos essa ongruênia do exemplo por 9 ≡ 2 (mod 7).

A �m de motivar a noção de ongruênia modular, foi proposto iniialmente o

seguinte problema: A, B, C, D, E, F, G e H são os �os de apoio que uma aranha

usa para onstruir sua teia, onforme mostra a Figura 1. A aranha ontinua seu

trabalho. Sobre qual �o de apoio estará o número 118?

Figura 1: Teia de Aranha. Disponível em: <www.magiadamatematia.om

/diversos/eventos/20-ongruenia.pdf>. Aesso em: 20 Abr. 2018

Para resolver o problema, que foi iniialmente enuniado pelo apliador da ativi-

dade, os partiipantes foram divididos em grupos. Após os partiipantes tentarem

resolver o problema foi apresentada uma solução usando o oneito de divisibilidade

e, neste momento, foi introduzida a noção de ongruênia modular. Uma vez que

este problema foi resolvido e a notação de ongruênia foi eslareida disutimos
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omo gerar os dígitos veri�adores do CPF, o dia da semana que voê naseu e do

ódigo de barras de um produto brasileiro. Cada um desses problemas é desrito a

seguir.

2.1.1 Veri�ação dos dois dígitos de ontrole do CPF de uma pessoa

O número de CPF de uma pessoa, no Brasil, é onstituído de 11 dígitos sendo um

primeiro bloo om 9 algarismos e um segundo om mais dois algarismos, que são

os dígitos de ontrole ou de veri�ação. Esses dois últimos dígitos são determinados

através da ongruênia aritmétia, módulo 11. Veja por exemplo [5℄.

No aso do CPF, o déimo dígito (que é o primeiro dígito veri�ador) é o resultado

de uma ongruênia, módulo 11 de um número obtido por uma operação dos primei-

ros nove algarismos. Se a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 é a sequênia formada pelos 9 pri-

meiros dígitos, devemos multipliá-los, nessa ordem, pela base {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

e somar os produtos obtidos. O dígito que está faltando, que vamos representar

por a10, deve ser tal que, ao ser subtraído da soma obtida, gere um múltiplo de 11,

isto é, se a soma obtida é S, o número S − a10 deve ser múltiplo de 11, ou seja,

S − a10 ≡ 0 (mod 11). Note que tal número será o próprio resto da divisão por 11

da soma obtida.

A determinação do segundo dígito de ontrole é feita de modo similar, sendo que

agora aresentamos o déimo dígito (a10) e usamos uma base de multipliação de

0 a 9. Aqui, vale ressaltar que se o resto da divisão fosse 10, ou seja, se o número

obtido fosse ongruente a 10 módulo 11, usaríamos, nesse aso, o dígito zero.

Uma uriosidade interessante sobre o CPF é que o nono dígito india a unidade

federativa em que o CPF foi tirado, onforme mostra a tabela 1 a seguir.

Tabela 1: Nono dígito do CPF segundo a unidade federativa de origem do CPF.

Número Unidade Federativa (UF)

1 DF - GO - TO - MT - MS

2 AC - AM - AP - PA - RO - RR

3 CE - MA - PI

4 AL - PB - PE - RN

5 BA - SE

6 MG

7 ES - RJ

8 SP

9 PR - SC

0 RS
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Para a exeução dessa atividade os partiipantes foram divididos em duplas ou

em grupos de até 6 pessoas. Em seguida foi entregue o material auxiliar onfe-

ionado om artolinas e EVA (Etil-Vinil-Aetato), onforme mostra �gura 2. Isso

possibilitou que os partiipantes pudessem fazer a veri�ação prátia do álulo dos

dígitos de ontrole do seu próprio CPF ou o de um CPF válido previamente indiado

seguindo os proedimentos desritos aima.

Figura 2: Dígitos do CPF. Fonte: Relatório de atividades

2.1.2 Calendários: Em que dia da semana voê naseu?

O proedimento que esolhemos funiona para datas entre 1900 e 2399 (devido a

uma partiularidade dos anos bissextos terminados em �00�). Com algumas modi�-

ações, ontudo, pode ser adaptado para atender quaisquer datas. Os proedimentos

são listados a seguir e podem ser enontrados em [5℄.

O objetivo dessa atividade era que ada partiipante desobrisse o dia da semana

do seu nasimento. Para isso, os partiipantes tiveram que responder ada um dos

itens abaixo.

• Calule quantos anos se passaram desde 1900 até o ano em que voê naseu.

Por exemplo, se voê naseu em 1980, irá anotar 80. Vamos hamar essa

quantidade de A.

• Calule quantos 29 de fevereiro existiram depois de 1900. Para isso, basta

dividir por 4 o valor A, sem onsiderar o resto da divisão. Vamos hamar essa

nova quantidade de B.
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• Considerando o mês do nasimento, obtenha o número assoiado a ele, que

está na tabela 2 a seguir. Proure o mês e anote o número que está ao lado

dele. Vamos hamar esse número de C.

Tabela 2: Tabela dos meses.

Janeiro 0 Julho 6

Fevereiro 3 Agosto 2

Março 3 Setembro 5

Abril 6 Outubro 0

Maio 1 Novembro 3

Junho 4 Dezembro 5

• Considere o dia do nasimento (x). Calule x− 1, que vamos hamar de D.

• Some agora os quatro números que voê obteve nas etapas anteriores (A + B

+ C + D). Divida essa soma obtida por sete (7) e veri�que o valor do resto

dessa divisão.

• Finalmente, proure esse resto na tabela 3 a seguir. Voê terá o dia da semana

do seu nasimento ou de qualquer outra pessoa que queira desobrir.

Tabela 3: Tabela dos dias da semana.

Segunda-feira 0

Terça-feira 1

Quarta-feira 2

Quinta-feira 3

Sexta-feira 4

Sábado 5

Domingo 6

2.1.3 Veri�ação do dígito de ontrole do ódigo de barras de um pro-

duto

Um dos ódigos de barras mais usados no mundo todo é o EAN-13, European

Artile Number, onstituído de 13 algarismos, sendo que o último é o dígito de

ontrole. Veja por exemplo [5℄. Nesse aso é usada a ongruênia módulo 10 e os
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fatores que ompõem a base de multipliação são os dígitos 1 e 3, que vão se repetindo

da esquerda para a direita. Se a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11 a12 é a sequênia

formada pelos 12 primeiros dígitos, devemos multipliá-los, nessa ordem, pela base

1, 3, 1, 3, 1, 3, 1, 3, 1, 3, 1, 3 e somar os produtos obtidos. Vamos representar por

S a soma obtida. O dígito que está faltando, que vamos representar por a13 deve

ser tal que ao ser somado om S, deve gerar um múltiplo de 10, isto é, o número

S + a13 deve ser múltiplo de 10, ou seja, S + a13 ≡ 0 (mod 10). Uma uriosidade

interessante é que, no ódigo de barras om 13 algarismos, os três primeiros dígitos

do ódigo representam o país de registro do produto (veri�que que para produtos

�liados no Brasil teremos sempre os dígitos 7, 8 e 9); os quatro dígitos seguintes

identi�am o fabriante; os próximos ino dígitos identi�am o produto e o último,

omo já sabemos, é o dígito veri�ador ou de ontrole que se pode alular através

da ongruênia módulo 10.

Para a resolução desse problema os partiipantes foram organizados em grupos

de até 6 pessoas. Foi entregue um material onfeionado om artolinas e EVA,

onforme mostra �gura abaixo. Cada partiipante reebeu uma �ha e números que

os ajudaram na hora de fazer as divisões da ongruênia desritas aima. Além

disso, o ódigo de barras proposto para a atividade foi o ódigo de barras de algum

produto que o partiipante tivesse onsigo naquele momento omo, por exemplo, o

ódigo de barras do aderno, do estojo, da aixa do suo, da garrafa de água ou da

barra de ereal.

Figura 3: Código de Barras. Fonte: Relatório de atividades
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3 Considerações Finais

Constatamos, a partir da experiênia e dos onheimentos produzidos no desen-

volvimento deste trabalho, que a metodologia da Resolução de Problemas foi e�az

no proesso de ensino e aprendizagem. Os partiipantes se sentiram motivados e

onseguiram onluir as atividades om êxito.

No iníio os partiipantes tiveram di�uldades em fazer as divisões pedidas e

enontrar os restos. Foi neessário que os apliadores das atividades os ajudassem e

dessem dias de omo efetuar as divisões e onsiderar os restos. Para tal, foi utilizado

o material onfeionado omo apoio. Muitos pereberam que os insuessos podiam

se tornar suessos e depois das expliações já não mais ometiam os mesmos erros

nas operações de divisão.

Entenderam os oneitos de divisibilidade e de ongruênia modular e onsegui-

ram enontrar soluções para os problemas ontextualizados propostos. Muitos se

surpreenderam ao entender omo podemos utilizar os oneitos apresentados em si-

tuações do otidiano, omo por exemplo no dígito veri�ador do CPF ou até mesmo

o entendimento do funionamento do ódigo de barras de um produto. Utilizaram

o material de apoio onfeionado e se sentiram motivados a usar esse material nas

salas de aulas.

Existem inúmeras apliações de divisibilidade e ongruênia que podem variar de

forma muito interessante, sendo impossível apresentar todas neste trabalho. Essas

apliações podem servir de metodologia estimulante para alunos de várias faixas

etárias. Mesmo não fazendo parte do urríulo esolar, a ongruênia modular e

suas apliações podem ser trabalhados de forma e�az, pois permitem ao aluno a

apaidade de visualizar propriedades ligadas a divisibilidade e restos de números

grandes sem efetuar álulos ansativos. Além disso, os problemas ontextualizados

em assuntos do otidiano geram maior interesse e onentração na formalização da

resolução. Tudo isso ontribuiu para que os resultados da atividade fossem avaliados

de forma positiva pelos partiipantes.
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