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Resumo: O Brasil é um país ri
o em re
ursos naturais e sua faixa �uviométri
a é

uma das mais extensas do mundo 
om uma vasta quantidade de rios em seu territó-

rio. O bom aproveitamento deste re
urso in
lui, dentre outras 
oisas, a geração de

energia hidrelétri
a. Neste país, mais de 80% de toda a energia gerada é de origem

hidrelétri
a e para que a energia possa ser gerada, usinas são instaladas em pontos

estratégi
os. Para que se tenha sempre energia su�
iente para a demanda alo
ada

� usina, é ne
essário um planejamento adequado e, para que isso possa ser feito


om e�
iên
ia, estimar a vazão futura na barragem da usina é essen
ial. Este artigo

aborda a modelagem e previsão da série temporal de vazão de a�uentes da usina

hidrelétri
a de Sobradrinho 
om o modelo de amorte
imento exponen
ial de Holt-

Winters e o modelo de Box & Jenkin 
om o intuito de veri�
ar qual o modelo mais

adequado para este tipo série. A 
apa
idade preditiva dos modelos é medida a partir

das estatísti
as de aderên
ia MAD, MAPE, RMSE, BIC e R2
para dados dentro

(In Sample) da amostra e MAD e MAPE para dados fora (Out of Sample) da amos-

tra. A análise das estatísti
as de aderên
ia mostra que apesar de os dois modelos
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terem 
omportamentos pare
idos, os resultados obtidos a partir da modelagem de

Box & Jenkins são melhores para este 
aso.

Palavras-
have: Séries temporais. Vazão de a�uentes. Holt-Winters. Box &

Jenkins. Previsão.

Abstra
t: Brazil is a very ri
h 
ountry in natural resour
es and your �uviometri
 range is

one of the largest in the world with a vast amount of rivers in its territory. The good use of

this resour
e in
lude, among other things, the generation of hydroele
tri
 power. In Brazil,

over 80% of the generated energy is hydroele
tri
 and that energy 
an be generated, plants

are installed at strategi
 points. In order to always have enough power to demand whi
h the

plant is allo
ated, you must have proper planning and for this to be done e�
iently, knowing

the amount of future �ow in the plant's dam is essential. In order to verify whi
h model

is most suitable, this arti
le dis
usses the modeling and fore
asting of time series tributary

of the hydroele
tri
 plant �ow Sobradrinho with the exponential smoothing model Holt-

Winters and model Box & Jenkin. The predi
tive ability of the models is measured from

the adheren
e statisti
s, MAD, MAPE, RMSE, BIC and R2
for data within the sample

and MAD and MAPE for data outside the sample. The adheren
e statisti
s analysis shows

that although the two have similar behavior models, the results obtained from modeling Box

and Jenkins are better for this 
ase.

Keywords: Time series. A�uent �ow. Holt-Winters. Box & Jenkins. Fore
asting.

1 Introdução

A energia gerada a partir de usinas hidrelétri
as é produzida através do poten
ial

hidráuli
o da 
orrente de um rio. Para que isso o
orra é pre
iso que esse rio tenha

grande volume de água e desníveis em seu �uxo. Também é pre
iso que a 
orrente

gerada pelo rio tenha uma grande força e velo
idade ao passar pelas turbinas da

usina, para que a energia obtida vá até o gerador, se transforme em energia elétri
a

e depois seja 
onduzida pelos �os até os 
entros residen
iais e 
omer
iais [1℄.

A vazão a�uente de um rio é dita 
omo uma vazão que 
hega até uma 
erta

lo
alização, tendo 
omo prin
ipal objetivo a produção de energia elétri
a. Temos

que a vazão está propor
ionalmente ligada a quantidade de energia gerada por uma

hidrelétri
a, uma vez que de�ne o volume de água 
ontido na barragem e que passa

pelas turbinas.

Para que o abaste
imento possa atender as ne
essidades das demandas de energia

se faz ne
essário ter um planejamento adequado do uso deste bem. A modelagem

e previsão de séries temporais de vazão de a�uentes é uma ferramenta estatísti
a

essen
ial para este tipo de planejamento. Existem muitos modelos de previsão de

séries temporais, porém para 
ada fen�meno há um modelo adequado.

NEXUS Mathemati
æ. Goiânia, v. 1, p. 49-69, 2018 50



Previsão de Vazão de A�uentes da Usina Hidrelétri
a de Sobradinho

Por sua vez, [3℄ apresenta uma pesquisa 
om o objetivo de gerar uma simulação

de vazões e níveis de médios de água para o Rio Tapajós. Foram analisados os níveis

de água e vazões médias diárias nos períodos de 1976 até 2008. O método de Box &

Jenkins foi utilizados para realizar os estudos destas variáveis e o modelo ajustado

para este 
aso foi o SARIMA. O prin
ipal resultado obtido nessa pesquisa foi que o

modelo utilizado al
ançou de forma adequada o 
omportamento das séries de níveis

de água e de vazão.

O artigo [7℄ realizou uma pesquisa 
om o objetivo de obter uma modelagem

para previsão de demanda de energia 
om �ltragem Singular Spe
trum Analysis

(SSA). Foi analisado o 
onsumo residen
ial de energia elétri
a de uma distribui-

dora de eletri
idade que atende uma par
ela do estado do Rio de Janeiro 
ontendo

136 observações, sendo usadas 
omo amostra de teste apenas as últimas 6 observa-

ções. Foram utilizadas as modelagens ARIMA e Holt-Winters asso
iadas á �ltragem

SSA [4℄. O prin
ipal resultado obtido nessa pesquisa foi que a �ltragem de séries

temporais por SSA antes de sua modelagem aponta uma melhora 
onsiderável nas

previsões.

As abordagens in sample e out of sample permitem fazer uma análise de séries

temporais 
om mais pre
isão em relação à sua previsão, uma vez que elas veri�
am

o poder preditivo do modelo 
omparando previsões a dados históri
os.

Neste artigo são utilizados, para a modelagem de uma série temporal de média

mensal de vazão de a�uentes da Usina Hidrelétri
a Sobradinho do Operador Na
ional

do Sistema Elétri
o (ONS) [11℄, os modelos de Holt-Winter e de Box & Jenkins 
om o

objetivo de veri�
ar qual dos dois modelos, em termos de ajuste, é o mais adequado

para este 
aso. O poder preditivo de 
ada modelo é testado via estatísti
as de

aderên
ia: MAD, MAPE, R2
, RMSE, BIC através de análises in sample e out

of sample de modo que a primeira parte é 
omposta de boa parte da amostra e

a modelagem é feita a partir dos dados amostrados e é também 
onhe
ida 
omo

�amostra de treinamento� e a segunda 
omposta pelo último ano de observações em

que o modelo é obtido a partir dos próprios dados previstos pelo modelo é 
onhe
ida


omo �amostra de teste�.

Este artigo está organizado 
omo segue. Na seção 2 são apresentados os mate-

riais e métodos dando enfoque aos modelos de amorte
imento exponen
ial de Holt-

Winters e os modelos de Box & Jenkins bem 
omo as estatísti
as de aderên
ia a

serem utilizadas. Na seção 3 é apresentada a usina hidrelétri
a de Sobradinho e os

dados de vazão de a�uentes. Também são apresentadas estatísti
as des
ritivas e os

softwares utilizados na modelagem. As análises e dis
ussões estão na seção 4 e na

seção 5 estão as 
on
lusões.
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2 Materiais e Métodos

2.1 Séries Temporais

Uma série temporal é um 
onjunto de observações ordenadas no tempo. As séries

temporais podem ser divididas em dois grupos: 
ontínuas e dis
retas. As séries

do segundo grupo podem ser obtidas através de amostras retiradas em períodos de

tempo semelhantes. Os objetivos da análise de séries temporais são de levantar

modelos paramétri
os, onde o número de parâmetros é �nito, ou não-paramétri
os,

onde o número de parâmetros é in�nito, fazendo projeções de valores futuros ou

apenas relatando o 
omportamento da série, 
onstruindo modelos probabilísti
os ou

esto
ásti
os, ou seja, 
ontrolados por leis probabilísti
as [8℄. Uma série temporal de


omprimento T será representada por

Zt = {z1, z2, . . . , zT} . (1)

2.1.1 De
omposição de Séries Temporais

Segundo o modelo 
lássi
o, todas as séries temporais são 
ompostas de quatro pa-

drões:

• Tendên
ia (Tt), que é o 
omportamento de longo prazo da série (onde t é o

instante atual);

• Variações 
í
li
as ou 
i
los (Ct), que resultam em �utuações nos valores

da variável 
om duração superior a um ano, e que se repetem 
om 
erta peri-

odi
idade;

• Variações sazonais ou sazonalidade (St), que resultam em �utuações nos

valores da variável 
om duração inferior a um ano, e que se repetem todos os

anos;

• Variações irregulares (It), que são as �utuações inexpli
áveis, resultado de

fatos fortuitos e inesperados 
omo 
atástrofes naturais, atentados terroristas


omo o de 11 de setembro de 2001, de
isões intempestivas de governos, et
.

A de
omposição da série permitirá identi�
ar quais 
omponentes estão atuando

naquele 
onjunto em parti
ular, além de possibilitar obter índi
es e/ou equações

para realizar previsões para períodos futuros da série.

Dessa forma, é possível de
ompor a série em (1) 
omo se segue:
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Zt = Tt + St +Rt, (2)

onde Tt e St representam a tendên
ia e a sazonalidade, respe
tivamente, e Rt é uma


omponente ruidosa (aleatória que pode in
luir os elementos irregulares (It) e alguns

elementos identi�
ados nas variações 
í
li
as (Ct)).

Para se estimar a tendên
ia, deve ser usada algum tipo de suavização. As mais

utilizados são as médias móveis e as medianas moveis. Também existem pro
edimen-

tos para se estimar a sazonalidade, onde os mais utilizados são método de regressão

e método de médias móveis, onde o método de regressão é melhor para sazonalidade

determinísti
a, enquanto o de médias móveis é melhor para sazonalidade esto
ásti
a.

Pode-se veri�
ar a existên
ia de tendên
ia e sazonalidade através de grá�
os e testes

de hipótese que podem ser feitos antes ou depois da estimação [8℄.

2.2 Modelos de Holt-Winters

O método de amorte
imento exponen
ial de Holt-Winters foi sugerido por Holt

(1957) e Winters (1960), que trabalharam na S
hool of Industrial Administration, do

Carnegie Institute of Te
hnology. O método usa médias móveis ponderadas exponen-


ialmente para atualizar as estimativas da média ajustada sazonalmente (
hamada

de nível), in
linação e sazonalidade. Este modelo possui duas equações de previsão:

aditiva e multipli
ativa. Em [6℄, os autores sugerem que o melhor 
ritério de es
olha

entre os fatores multipli
ativos ou aditivos está em 
al
ular medidas de pre
isão,

assim a opção re
ai naquela que apresentar o(s) menor(es) erro(s). Outra possível

forma de indi
ar o modelo aditivo, reside na possibilidade de as séries apresentarem

os
ilações aproximadamente 
onstantes. Entretanto, se as os
ilações sazonais forem

propor
ionais ao nível da série, o modelo multipli
ativo é mais indi
ado [13℄.

Existem dois tipos de suavização exponen
ial de Holt-Winters: 
om sazonalidade

multipli
ativa e a 
om sazonalidade aditiva. O modelo 
om sazonalidade multipli-


ativa apresenta o modelo geral

Zt = (a1 + a2t)× ρt + εt, (3)

onde a1 e a2 são os parâmetros do modelo a serem estimados a 
ada instante de tempo

(nível e tendên
ia, respe
tivamente), ρt são os fatores sazonais (onde são estimados

dependendo do 
i
lo sazonal e da periodi
idade dos dados) e µt é um 
omponente de

erro (uma variável aleatória iid 
om média zero e variân
ia 
onstante). A equação

de previsão deste modelo é dada por
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Ẑt(h) = (â1(t) + â2(t)h)× ρ̂m(t+h)(h), (4)

onde h representa o número de passos à frente da previsão.

As estimativas em (4) são obtidas a partir das equações de atualizações dos

parâmetros:

â1(t) = α

[

Zt

ρ̂m(t)(t− 1)

]

+ (1− α) [â1(t− 1) + â2(t− 1)] ;

â2(t) = β

[

â1(t)

â1(t− 1)

]

+ (1− β)[â2(t− 1)];

ρ̂m(t)(t) = γ

[

Zt

â1(t)

]

+ (1− γ)
[

ρ̂m(t)(t− 1)
]

,

onde α, β e γ são 
onstantes de amorte
imento do nível, da tendên
ia e dos fatores

sazonais, respe
tivamente.

O modelo aditivo é representado por

Zt = a1 + a2t + ρt + εt, (5)


om equação de previsão

Ẑt(h) = â1(t) + â2(t)h+ ρ̂m(t+h)(h) (6)

e 
om atualização dos parâmetros dada pelas equações:

â1(t) = α
[

Zt − ρ̂m(t)(t− 1)
]

+ (1− α) [â1(t− 1) + â2(t− 1)] ;

â2(t) = β [â1(t)− â1(t− 1)] + (1− β)[â2(t− 1)];

ρ̂m(t)(t) = γ [Zt − â1(t)] + (1− γ)
[

ρ̂m(t)(t− 1)
]

.

2.3 Modelos de Box & Jenkins

A 
lasse de modelos desenvolvida por Box & Jenkins [2℄ asso
ia a ideia de que

o modelo pode ser visto 
omo um �ltro linear onde um ruído bran
o εt (variável

aleatória iid 
om média zero e variân
ia 
onstante) entra no �ltro para a saída de

um modelo Zt. Os modelos de Box & Jenkins são 
onhe
idos 
omo modelos ARIMA
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por serem 
ompostos de uma parte autorregressiva (AR), uma parte integrada (I)

e uma parte de médias móveis (MA).

2.3.1 Testes de Normalidade e de Esta
ionariedade

De a
ordo 
om [8℄, para se modelar ARIMA é ne
essário que as séries atendam

alguns 
ondições 
omo normalidade e esta
ionariedade. Para se dete
tar tais 
ondi-

ções, alguns testes podem ser feitos 
omo por exemplo, para normalidade:

• teste de Kolmogorov-Smirnov;

• teste de Shapiro-Wilk;

• Teste de Doornik-Hansen;

• Teste de Jarque-Bera.

Nos exemplos 
itados a
ima, a hipótese nula é de normalidade e nos 
asos par-

ti
ulares dos testes de Doornik-Hansen e Jarque-Bera, os testes são feitos a partir

das medidas de assimetria e 
urtose enquanto os outros dois são baseados na função

de densidade. Em todos os 
asos, os programas retornam o valor-p, que para não

rejeitar a hipótese nula, pre
isa ser maior que o nível de signi�
ân
ia do teste, que

em geral é 0,05.

Para testar a esta
ionariedade dos dados, o teste mais 
omum a ser utilizado são

os testes de Di
key-Fuller e de Phillips Perron, 
ujas hipóteses nulas são de existên
ia

de raiz unitária, que leva a não esta
ionariedade. Neste 
aso, deseja-se rejeitar a

hipótese nula para que se veri�que a esta
ionaridade. Assim 
omo nos testes de

normalidade, os programas retornam o valor-p, que agora tem que ser menor que o

nível de signi�
ân
ia do teste para se 
on�rmar a esta
ionariedade.

Tanto para a normalidade, quanto para a esta
ionariedade, se os testes não 
on-

�rmam as hipóteses ne
essárias para a modelagem ARIMA, então alguns pro
edi-

mentos podem ser seguidos, 
omo por exemplo, para normalidade pode-se pro
eder


om transformações logarítmi
as ou de Box-Cox e para esta
ionariedade, realizar

su
essivas diferenças. O pro
esso de se fazer diferenças su
essivas é uma das trans-

formações mais utilizadas para se atingir uma série esta
ionária. Em geral, são

su�
ientes duas diferenças. O operador de diferenças ∆ é de�nido por

∆Zt = Zt − Zt−1. (7)
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2.3.2 O Modelo ARIMA(p, d, q)

A equação geral dos modelos ARIMA(p, d, q)1 é dada por:

φ(B)(1− B)dZt = θ(B)εt, (8)

onde φ(B) e θ(B) são polin�mios autorregressivos e de médias móveis respe
tiva-

mente, p e q são os graus destes polin�mios e as raízes de φ(B) e θ(B) de�nem os


oe�
ientes do modelo, B é um operador de defasagem de modo que BkZt = Zt−k,

(1 − B) = ∆ e d é a quantidade de diferença ne
essárias para que a série se torne

esta
ionária.

Dentro do modelo ARIMA temos 
asos parti
ulares. Quando φ(B) = 1 e d = 0,

o modelo é 
hamado modelo de média móvel (MA). Quando θ(B) = 1 e d = 0, o

modelo é 
hamado modelo autorregressivo (AR) e quando apenas d = 0, ou seja,

a série possui esta
ionariedade e não é pre
iso fazer diferença na série original, o

modelo é 
hamado modelo autorregressivo de média móvel (ARMA). A equação de

previsão do modelo ARIMA é des
rita por

Ẑt(h) = E(Zt+h|Zt) = Ẑt+h. (9)

Quando a série possui sazonalidade, deve-se utilizar a versão do modelo ARIMA


om sazonalidade: o modelo SARIMA (ou ARIMA sazonal, ou ainda ARIMA

multipli
ativo). A equação do modelo SARIMA(p, d, q)× (P,D,Q)s é apresentada

por

φ(B)Φ(Bs)(1−B)d(Bs)DZt = θ(B)Θ(Bs)εt, (10)

onde as ordens P e Q são os graus dos polin�mios Φ(Bs) e Θ(Bs) respe
tivamente,

s é o número de fatores sazonais e D é o número de diferenças sazonais ne
essárias

para que a série se torne sazonalmente esta
ionária.

2.4 Estatísti
as de Aderên
ia

As estatísti
as de aderên
ia medem a 
apa
idade de predição de um modelo, sendo

o melhor modelo aquele que as minimizam.

Esta seção apresenta as estatísti
as de aderên
ia mais utilizadas na literatura.

Todas elas são obtidas 
om base no erro de previsão, por isso dá-se 
réditos aos mode-

1

A expressão ARIMA(p, d, q) é lida 
omo segue: Modelos autorregressivos, integrados e de

médias móveis de ordem autorregressiva p, ordem de diferenças d e ordem de médias móveis q.

Para maiores detalhes, veja [8℄.
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los que apresentam valores baixos. Dentre as estatísti
as de aderên
ia, desta
am-se:

• Desvio Médio Absoluto (MAD - Mean Absolute Deviation), de�nido por

MAD =
n

∑

i=1

|Zi − Ẑi|
n

, (11)

onde Zi é o valor observado no instante i e Ẑi é o valor ajustado no mesmo

instante.

• Raiz Quadrada do Erro Quadráti
o Médio (RMSE - Root Mean Squared

Error), de�nido por

RMSE =

√

∑

n

i=1(Zi − Ẑi)2

n
, (12)

onde Zi é o valor observado no instante i e Ẑi é o valor ajustado no mesmo

instante.

• Erro Per
entual Médio Absoluto (MAPE -Mean Absolute Per
entage Er-

ror) de�nido por

MAPE =

n
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

∣

Zi − Ẑi

n

∣

∣

∣

∣

∣

× 100%, (13)

onde Zi é o valor observado no instante i e Ẑi é o valor ajustado no mesmo

instante.

• Critério de Informação Bayesiana (BIC - Bayesian Information Criterion)

dado por

BIC = T ln(σ̂2
εt
)−(T−m) ln

(

1−
(m

T

))

+m ln(T )+m ln







(

σ2

Zt

σ̂εt

)

− 1

m






(14)

leva em 
onsideração o número de parâmetros (m) da modelagem e a varân
ia

dos resíduos

(

σ̂2
εt

)

. O BIC penaliza modelos que tenham um número elevado

de parâmetros. Dessa forma, o modelo será 
onsiderado adequado se minimizar

o BIC.
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O BIC não é uma estatísti
a de aderên
ia baseada no erro de previsão, mas

é um dos prin
ipais 
ritérios utilizados para es
olha do melhor modelo.

• Coe�
iente de Determinação de Pearson R2
de�nido por

R2 = 1−
∑

n

i=1(Zi − Ẑi)
2

∑

n

i=1(Zi − Z)2
, (15)

onde Z é a média dos dados observados na série.

O 
oe�
iente de Determinação de Pearson não é uma estatísti
a de aderên
ia

que pre
isa ser minimizada. Ele veri�
a o quanto o modelo expli
a os dados,

de modo que quanto maior for o seu valor, melhor será o modelo.

3 Estudo de Caso

A Usina Hidrelétri
a de Sobradinho foi 
onstruída na dé
ada de 1970 no interior da

Bahia no rio São Fran
is
o. Para que Sobradinho mantenha sua 
apa
idade hídri
a

é ne
essário que haja 
huva na nas
ente do rio São Fran
is
o, lo
alizada no norte

de Minas Gerais. De a
ordo 
om a EBC (2016), nos últimos anos houve frequente

falta de 
huva nessa região, o que fez 
om que o volume de água retido na hidreléri
a

de Sobradinho 
hegasse a apenas 1,11% de sua 
apa
idade original (28 bilhões de

metros 
úbi
os).

A falta de 
huva e a diminuição do volume de água é um problema que vem

atingindo 
om frequên
ia os reservatórios das usinas hidrelétri
as. Diante disso,

o estudo da média mensal de vazão de a�uentes da usina hidrelétri
a Sobradinho

através de análise de séries temporais é importante para a projeção de 
omo estará o

nível de água em um determinado prazo e se o volume 
ontido nesses reservatórios é

a
eitavelmente viável para a produção de energia su�
iente para suprir a ne
essidade

da população.

Os dados utilizados para o estudo do 
omportamento da quantidade de água na

Usina Hidrelétri
a de Sobradinho são uma série temporal de vazões médias mensais

medidas em m3/s obtidos do ONS [11℄. Os dados observados variam de janeiro

de 1931 até dezembro de 2007, totalizando 924 observações, das quais 900 serão

utilizadas para amostra de treinamento (in sample), onde os dados ajustados são

obtidos a partir dos dados observados e as últimas 24 observações são utilizadas


omo amostra de teste (out of sample), onde os dados ajustados são obtidos a partir

dos próprios dados já ajustados. A Figura 1 apresenta o 
omportamento da série

original de médias mensais de vazão de a�uentes da usina hidrelétri
a de Sobradinho
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enquanto que a Figura 2 apresenta as séries mensais de modo que para 
ada mês há

uma série temporal e também é exibida sua média.
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Figura 1: Série temporal original de vazão média mensal de a�uentes da Usina

Hidrelétri
a de Sobradinho. 1931 - 2007.

Figura 2: Séries mensais e suas respe
tivas médias da série de vazão da Usina

Hidrelétri
a de Sobradinho. 1931-2007.

Pode-se per
eber na Figura 1 que a série apresenta alguns pi
os em algumas

épo
as isoladas. Já a Figura 2 mostra que a quantidade de vazão de a�uentes

os
ila entre os meses de 
ada ano, onde os meses de janeiro, fevereiro e março
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apresentam maiores médias e os meses de menor vazão são os meses de junho a

outubro, 
onsiderados 
omo épo
a se
a. A Tabela 1 mostra as estatísti
as des
ritivas

da série original.

Tabela 1: Estatísti
as des
ritivas da série temporal de vazão média mensal de

a�uentes da usina hidrelétri
a de Sobradinho 1931-2007.

Média Desvio Padrão Mínimo 1o Quartil Mediana 3o Quartil Máximo

2.687,02 1.975,84 506 1.196,25 1.925,5 3.784 15.676

A partir da Tabela 1, pode-se per
eber uma diferença bem drásti
a entre a

menor e a maior vazão média apresentada nessa série. Também pode-se per
eber

que a média total é bem menor que a maior vazão média. Logo, a quantidade de

vazões baixas é maior do que de vazões altas. Isso também pode ser veri�
ado no

3o Quartil. Porém, per
ebe-se que esta vazão máxima é fruto de um dos pi
os que

a série dá, sendo este valor um dos 
asos ex
ep
ionais.

4 Resultados e Dis
ussões

Para realizar as modelagens de Holt-Winters e de Box & Jenkins foi utilizada a

validação out of sample, uma vez que para uma 
omparação de modelos, esse método

é essen
ial. A validação out of sample 
onsiste em reter parte da amostra no pro
esso

de identi�
ação e estimação do modelo e então fazer uma previsão [9℄. Nessa análise

foram utilizados os dois últimos anos dos dados históri
os 
omo amostra de teste

out of sample.

As modelagens foram feitas á partir do software Fores
ast Pro for Windows

(FPW) e as análises e testes de normalidade, esta
ionariedade e de hetero
edas-

ti
idade foram feitas a partir do software R. As estatísti
as de aderên
ia foram


al
uladas a partir do FPW, bem 
omo as análises dos resíduos.

4.1 Modelagem Holt-Winters

Ao utilizar o modo otimizado do FPW, que es
olhe o melhor modelo 
om base

naquele que minimiza a soma dos quadrados dos erros de previsão, o modelo de

Amorte
imento Exponen
ial de Holt-Winters sem tendên
ia e 
om sazonalidade

multipli
ativa foi o modelo es
olhido. Os parâmetros do modelo estão na Tabela 2.

Utilizando as primeiras 900 observações 
omo amostra de treinamento (in sam-

ple) e as demais 24 
omo amostra de teste (out of sample), a série ajustada e os dados
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Tabela 2: Parâmetros estimados na modelagem de Holt-Winters.

Fatores Sazonais

Jan Fev Mar Abr Mai Jun

Nível Sazonalidade 2,32504 2,04641 1,91141 1,40169 0,85929 0,66303

0,57563 0,14757 Jul Ago Set Out Nov Dez

0,60053 0,53702 0,51096 0,54425 0,91205 0,91205

previstos foram obtidos a partir do modelo de amorte
imento exponen
ial de Holt-

Winters 
om os parâmetros da Tabela 2. A 
omparação grá�
a da série observada

(original) 
om a série modela (dados ajustados) via Holt-Winters está na Figura 3,

na qual pode-se per
eber que o modelo de Hol-Winters utilizado reproduziu bem o


omportamento da série original deixando apenas os pi
os, que são fen�menos isola-

dos fora de sua trajetória temporal. Pode-se per
eber uma linha verti
al no extremo

direito da Figura que divide as análises in sample e out of sample.

Figura 3: Série original (preto) e série ajustada via Holt-Winters (vermelho).

A Figura 4 apresenta uma aproximação (zoom) das últimas 36 observações (os

últimos 3 anos) para que se tenha uma visualização mais adequada desta região em

relação aos dados modelados na amostra de treinamento e de teste.

Com a aproximação da Figura 4, pode-se per
eber que, mesmo quando os dados

são obtidos a partir dos dados ajustados, o modelo tem a 
apa
idade de a
ompanhar

os dados observados, 
omprovando ser este um bom modelo.
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Figura 4: Aproximação (zoom) da Figura 3 na região de previsão (out of sample)

do modelo ajustado via Holt-Winters.

Após a modelagem, uma análise dos resíduos foi feita a partir da análise da função

de auto
orrelação (FAC) dos mesmos. Para que o modelo seja adequado, os resíduos

não devem ser serialmente 
orrela
ionados e para que isso o
orra, espera-se que os

valores da FAC não ultrapasse um limite de ±1, 96/
√
T = ±1, 96/

√
924 = ±0, 06.

A Figura 5 apresenta a FAC dos resíduos para este modelo.

Figura 5: FAC dos resíduos para o modelo de Holt-Winters.
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Conforme pode ser observado na Figura 5, os valores da Função de Auto
orre-

lação dos resíduos estão, em sua maioria, dentro do limite esperado, o que pode


on�rmar que o modelo é adequado.

4.2 Modelagem de Box & Jenkins

Para a modelagem de Box & Jenkins é ne
essário fazer testes preliminares para que

as 
ondições de normalidade e esta
ionariedade sejam satisfeitas.

O teste de normalidade utilizado foi o de Shapiro-Wilk, implementado no Gretl

e no R. Na o
asião, o teste retornou um valor-p igual á 0,0023, que é menor que o

nível de signi�
ân
ia de 0,05, portanto a série não possui uma distribuição Normal

de probabilidade. Para obter a normalidade, uma transformação logarítmi
a foi

apli
ada aos dados originais e a série obtida foi testada novamente via Shapiro-

Wilk. Para esta nova série, o teste retornou um valor-p igual á 0,4256, maior que o

nível de signi�
ân
ia, portanto 
on�rmado a normalidade. A Figura 6 apresenta a

série após a transformação logarítmi
a.
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Figura 6: Série temporal da vazão média mensal de a�uentes da hidrelétri
a de

Sobradinho 
om transformação logarítmi
a 1931-2007.

Ao realizar o teste de esta
ionariedade de Philips Perron, o valor-p obtido foi

igual a 0,01, menor que o nível de signi�
ân
ia de 0,05 indi
ando que a hipótese

nula de existên
ia de raiz unitária é rejeitada. Logo, veri�
a-se que não existe raiz

unitária na série, 
on
luindo que a série é esta
ionária não havendo então ne
essidade

de fazer diferenças na série.
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A �gura 7 apresenta as funções de auto
orrelação (FAC) e de auto
orrelação

par
ial (FACP) da série original de vazão de a�uentes da Usina Hidrelétri
a de

Sobradinho. O 
omportamento destas funções sugerem um modelo autorregressivo.
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Figura 7: FAC e FACP da série original de vazão de a�unetes da Usina Hidre-

létri
a de Sobradinho

Depois de veri�
adas as 
ondições ne
essárias e de fazer a transformação lo-

garítmi
a, foi apli
ado o modelo SARIMA(1, 0, 0) × (1, 0, 1)12 a partir do modo

otimizado do FPW, que ajusta o modelo que minimiza a soma dos quadrados dos

erros de previsão. Assim 
omo, no modelo de Holt-Winters, o modelo de Box &

Jenkins foi ajustado utilizando as 900 primeiras observações 
om amostra de trei-

namento in sample e as demais 24 
omo amostra de teste out of sample. A Figura

8 apresenta a 
omparação dos dados observados 
om os dados modelados via Box

& Jenkins.

Na Figura 8 pode-se per
eber que o modelo de Box & Jenkins utilizado repro-

duziu bem o 
omportamento da série original deixando apenas os pi
os, que são

fen�menos isolados, fora de sua trajetória temporal, assim 
omo no ajuste do mo-

delo de Holt-Winters.

A Figura 9 apresenta uma aproximação (zoom) das últimas 36 observações (os

últimos 3 anos) para que se tenha uma visualização mais adequada da região que
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Figura 8: Série original (preto) e série ajustada via Box & Jenkins (vermelho)

envolve a análise out of sample em relação aos dados modelados na amostra de

treinamento e de teste.

Figura 9: Aproximação (zoom) da Figura 8 na região de previsão (out of sample)

do modelo ajustado via Box & Jenkins.

Da mesma forma 
omo foi visto 
om o modelo de Holt-Winters, a aproximação

da Figura 9 mostra que, mesmo quando os dados são obtidos a partir dos dados

ajustados, o modelo tem a 
apa
idade de a
ompanhar os dados observados, 
om-

provando ser este também um bom modelo a ser utilizado para prever a vazão média
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mensal da usina hidrelétri
a de Sobradinho.

A análise dos resíduos também foi feita a partir da FAC dos resíduos de modo

análogo ao modelos de Holt-Winters e o 
orrelograma mostrado na Figura 10.

Figura 10: FAC dos resíduos para o modelo Box & Jenkins.

Assim 
omo foi observado 
om o modelo de Holt-Winters e 
onforme pode ser

observado na Figura 10, os valores da Função de Auto
orrelação dos resíduos estão

dentro do limite esperado, 
on�rmando que o modelo de Box & Jenkins também é

adequado.

4.3 Estatísti
as de Aderên
ia

A partir das análises grá�
as e dos resíduos, p�de-se veri�
ar que os modelos avali-

ados são adequados e apresentam e�
iên
ia na modelagem e previsão. No entanto,

medidas estatísti
as apropriadas podem veri�
ar qual das modelagens é mais ade-

quada ao 
aso parti
ular. A Tabela 3 apresenta as estatísti
as de aderên
ia MAD,

MAPE, RMSE, BIC e R2
medidas in sample.

Tabela 3: Estatísti
as de aderên
ia dos modelos Holt-Winters e Box & Jenkins

(in sample).

Abordagem MAD MAPE RMSE BIC R2

Holt-Winters 620,9 0,2013 1.064,0 1.077,0 0,7099

Box & Jenkins 223,2 0,1778 0,978 517,9 0,8738
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De a
ordo 
om os resultados apresentados na Tabela 3, na análise in sample

pode-se per
eber que as estatísti
as de aderên
iaMAD, MAPE, RMSE e BIC são

minimizadas pelo modelo de Box & Jenkins enquanto o 
oe�
iente de determinação

R2
é maximizado. Isso mostra que o desempenho deste modelo é melhor que o do

modelo de Holt-Winters quando a análise é feita na amostra de treinamento, onde

os valores ajustados são obtidos a partir dos dados amostrais.

A Tabela 4 apresenta as estatísti
as MAD e MAPE medidas out of sample.

Tabela 4: Estatísti
as de aderên
ia dos modelos Holt-Winters e Box & Jenkins

(out of sample).

Abordagem MAD MAPE

Holt-Winters 599,7 0,269

Box & Jenkins 588,7 0,252

Assim 
omo na Tabela 3, os resultados apresentados na Tabela 4 mostram que

as estatísti
as de aderên
ia são minimizadas quando os dados são ajustados pelo

modelo de Box & Jenkins nas análises out of sample, 
on�rmando o desempenho

deste modelo melhor que o de Holt-Winters também na amostra de teste, quando

os valores ajustados são obtidos a partir dos próprios valores já ajustados.

Nesta segunda abordagem, o estudo indi
a o melhor modelo para se fazer previ-

são, uma vez que na amostra de teste ele faz uma previsão 
om 
omparação. Dessa

forma, o modelo SARIMA(1, 0, 0) × (1, 0, 1)12 
om transformação logarítmi
a é o

modelo �nal estimado para esta série.

5 Con
lusões

Neste artigo foram feitas modelagens de Holt-Witers e Box & Jenkins em uma série

temporal de médias mensais de vazão de a�uentes da Usina Hidrelétri
a de Sobra-

dinho. Na o
asião, os dados ajustados pelos modelos obtidos des
reveram bem o


omportamento da série original indi
ando que os modelos 
onseguiram veri�
ar o

me
anismo gerador da série. Analisando e 
omparando as estatísti
as de aderên
ia

geradas em 
ada modelo, pode-se 
on
luir que a modelagem feita através da meto-

dologia de Box & Jenkins apresenta resultados mais signi�
ativos que a modelagem

feita por Holt-Winters por 
onter melhor aderên
ia aos dados observados tanto na

análise in sample quanto na análise out of sample. Este resultado também mostra

que uma análise adequada a partir dos testes de normalidade e de esta
ionariedade

NEXUS Mathemati
æ. Goiânia, v. 1, p. 49-69, 2018 67



Gamboni, L. T. B.; Menezes, M. L.; Cassiano, K. M.

podem levar a uma melhora na qualidade do ajuste, 
omo foi feito no modelo de

Box & Jenkins.
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