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Circumcenters of triangular orbits of an elliptic billiard
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Resumo: O lugar geométrico definido pelos circuncentros das orbitas 3-periddicas
de um bilhar eliptico é uma elipse. Neste artigo obtemos a equacao explicita desta
elipse e mostramos que a mesma, ¢ semelhante & elipse confocal do par de elipses de
Poncelet. Este trabalho foi motivado pelo artigo de O. Romaskevich, [11].

Palavras-chave: Elipse. Bilhar. Curvatura afim. Circuncentro.

Abstract: The geometric locus defined by the circumcenters associated to 3-periodic orbits
of an elliptic billiard is an ellipse. In this work we obtain the explicit equation of this set
and also it is shown that this ellipse is similar to the inner confocal ellipse of the Poncelet
pair. This work was inspired by the paper of O. Romaskevich, [11].
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1 Introducao

O problema do bilhar tem uma longa tradicao de investigacao e basicamente o
objetivo é compreender a dinamica global das particulas que se movimentam numa
regiao com bordo ao longo de geodésicas (retas no plano) com choque elastico na
fronteira, refletindo de acordo com as leis naturais da fisica (angulo de entrada
igual ao angulo de saida com o vetor normal ao bordo). Numa regido compacta
do plano a orbita de um bilhar é curva poligonal formada por segmentos de retas
com vértices localizadas na fronteira da regidao. Veja Fig. 1. A o6rbita do bilhar é
chamada periddica quando for uma poligonal fechada. Os exemplos mais simples
sao as Orbitas triangulares e sao denominadas 3-periddicas. Para uma introducao
aos bilhares veja [4], [6], [12].
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orbita de um bilhar

f.: angulo de entrada

fs: angulo de saida

Figura 1: Orbita de um bilhar numa regido compacta com fronteira regular.

Considere uma elipse £, um ponto p; € & e o triangulo A(py) = {p1,p2, 03}
inscrito em & que define a 6rbita de um bilhar 3-periédico. Na Fig. 3 o angulo «
denota os angulos de incidéncia (entrada e saida da 6rbita) no vértice p;. Em seguida
considere o lugar geométrico & = {C(p1),p1 € &}, onde C(p;1) é definido como
sendo o centro do circulo circunscrito do tridngulo A(p;). Sabemos pelo Teorema
de Poncelet que a familia de triangulos A(p;) é tangente a uma elipse & confocal
com a elipse £. Veja Fig. 4.

Lembramos que o Teorema de Poncelet afirma essencialmente que dadas duas
elipses &, e &, e se for possivel encontrar um poligono inscrito em &, e tangente a &,
entao existe uma infinidade de poligonos com a mesma propriedade. Veja Fig. 2.

Figura 2: Dinamica do bilhar associado a um par de elipses (esquerda) e érbitas
5-periodicas (direita).
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O objetivo deste trabalho é demonstrar, usando somente conceitos de geometira
analitica real, que & ¢é uma elipse e obter explicitamente sua equacao. O fato de
que &, é uma elipse foi obtido por O. Romaskevich em [11] usando ferramentas de
geometria algébrica complexa. Pelo tipo de andlise realizada nenhuma informacao
sobre a equagdo da elipse &. foi explicitada em [11]. Nossa andlise consistird em
parametrizar o lugar geométrico &£. e mostrar que esta curva parametrizada possui
curvatura afim constante e positiva (portanto é uma elipse). Este é o conteudo da
Proposicao 6. No Teorema 1 descrevemos explicitamente os eixos da elipse &.. Os
calculos envolvidos, todos algébricos, sao longos e podem ser verificados a mao, po-
rém pode ser um trabalho cansativo. Usaremos recursos computacionais de calculo

simbolico, por exemplo, Maple, para executa-los.

2 Preliminares

Considere uma elipse € definida implicitamente por h(x,y) = 2%/a* +y*/b* —1 = 0.
Para fixar os argumentos suporemos que a > b > 0 e focos (£v/a? — b2,0) = (%c, 0).

Dado um ponto p; = (21,y1) € £ temos que 71 = (=%, %3) e N1 = (=53, — %)
define uma base ortogonal positiva de R2.

Proposicao 1. Para todo p1 = (x1,y1) € € existe um tnico triangulo A(p;) =
{p1,p2,p3} inscrito em E tal que A(py) define uma drbita 3-periddica do bilhar ins-
crito em €. Veja Fig. 3.

Figura 3: Orbita triangular do bilhar inscrito na elipse € (esquerda) e centro
do circulo circunscrito (direita).
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Demonstracao. A demonstracao consiste em calcular os dngulos de entrada e saida

que a orbita faz nos trés vértices do triangulo A = {p1, p2, p3} positivamente orien-
tado. Veja Fig. 3.

Seja « 0 angulo de entrada e saida no vértice p;. Assim, definimos duas dire¢oes
dip = sen T} + cosalNy e di3 = —sen ] + cosaN;. Calculando a intersecao das
retas p; + tdyo e p1 + tdy3 com a elipse £ obtemos os pontos ps e ps definindo um
triangulo A(py) = {p1, p2, ps} inscrito na elipse.

A seguir iremos determinar as coordenadas de py e p3 em funcao do ponto p; =
(x1,y1) € € e do angulo a.

Temos que py = (552, yz) onde Ty = p2x/Q2 € Y2 = p2y/Q2-

pae = =0 ((a® + *) cos®’ a — a?) 23 — 2a® y? cosasen
+a* ((a® = 3b%) cos? a + V%) 21 y? — 2 a*b*xiy; cos arsen «v

P2y = 20923 cosasena — a* ((a® + b%) cos? . — b?) 3

+2a?b*r1y} cosasena + b ((* — 3a?) cos® a + a?) 23y,

g2 = b* (a* — (a® = b*) cos® a ) 2% + a* (b* + (a* — b?) cos® a ) y}

—2a?b? (a® — b?) 141 cos asen o

Temos também que p3 = (23, y3) onde x5 = p3,/q3 € Y3 = P3y/qs.

p3e = b* (a® — (b* + a?)) 3 cos® a + 2a’y? sen avcos
+a* (cos? a (a? — 3b%) + b?) z1 3 + 2 a*b?z2y; cos asen

pay = —20%2% senacosa + a* (b* — (b? 4 a?) cos? t) y?

—2a*b'zyy? cosasena + b (a® + (b? — 3 a?) cos? o) z1 %y,

g3 = b* (a* — (a® — b*) cos® t) 23 + a* (b* + (a® — b?) cos? t) 7
+2a?b? (a* — b*) x1 Y1 cos asen

Os segmentos p1o = Py — p1 € p13 = p3 — p1 sao orientados pelos vetores direcoes
dig = sen a1} + cosalN; e di3 = —sen ol + cos alVy.

As equagoes abaixo definem os cossenos dos angulos de entrada de saida da 6rbita
triangular nos pontos ps e ps.

<P1 — P2, N2> <p3 — P2, N2> <p1 — P3, N3> (pz — D3, N3>

|p1—p2\|N2] B \]03—202\\]\72’7 ‘pl_p3HN3| B ’p2_p3HNS"

Calculos longos, usando as equagoes 1 e 2 e a defini¢ao do angulo «, corroborados
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com computacao algébrica, mostram que as duas equacoes acima possuem uma

solucao comum dada por

2 2
N G)

AT cos* ar+2 (0 +07) [T cos’a =3 =0, |T1)* == o
a

A equacdo 3 que é polinomial de grau 4 na varidvel cosa possui uma unica
solugao real com a € (0, §) e portanto define de maneira tnica o triangulo afirmado
no enunciado. De fato, resolvendo a equagao 3, usando que z%/a® + y3/0* = 1 e
a® = b? + 2, obtemos que a raiz procurada é

a’b \/—@2 — b2+ 2Va* — b2

2. /a% — CZSL’%

Ccosa =
C

[]

Um complemento do resultado acima, espécie de reciproca, ¢ o seguinte fato.
Proposicao 2. Todo tridngulo é uma orbita 3-periodica de um bilhar eliptico.

Demonstracao. Podemos tomar coordenadas cartesianas de tal modo que o triangulo
A seja definido pelos vértices p; = (0,0), po = (az,0) e p3 = (a3, b3), as > 0e bg # 0.

Considere uma conica C definida implicitamente por h(z,y) = ax?® + bxy + cy* +
dy + ey + f = 0. Impondo a condi¢ao de que o triangulo A = {p1, p2, p3} seja uma
orbita 3-periodica do bilhar associado a C temos que h(p;) = 0 e grad h(p;) = Vh(p;)
¢ o vetor direcao da bissetriz de A passando pelo ponto p;. Fazendo os calculos
obtemos que a conica é dada por

h(z,y) = b3z* + (a3 + a3 |ps — p2| — azaz — |ps| (a3 — a2)) ¥?

—bs (Ips — p2| — |ps| + 2a3 — az) xy — b3asx + bgas (as — |ps|)y =0
Também temos que,

det(Hess(h)) = hachyy — h2,

= 203 [as (a3 — as + |ps|) — |ps|* + |ps — p2| (a2 + |ps])] > 0.

Como b3 # 0 e ay > 0 temos que Hess(h) é uma forma quadratica positiva
definida e portanto h(x,y) = 0 é a equagao de uma elipse. O

Pelo Teorema de Poncelet, temos que associada a dindmica do bilhar 3-periédico
descrito acima, os triangulos das 6rbitas sao tangentes a uma tinica elipse £; confocal
com a elipse £. Para informagdes adicionais sobre o resultado descrito acima e o
Teorema de Poncelet veja por exemplo [1], [3], [6], [7], [10] e [12].
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Na proposicao abaixo determinamos explicitamente a equacao da elipse &.

Proposicao 3. A elipse interna & da dindmica do bilhar 3-periddico, confocal com

a elipse £, € dada por

I‘Q y2
h =—+4+=5-1=0
l(xvy) a%_’_b% 9

—a(b* — Vb — a?b? + at)

a; = a2 — b2 >0 (4)
b(a? — Vbt — a2b? + a?)
b = 2B >0

Os focos de & sao dados por (£va? —b?,0) = (£¢, 0).

b1

&

b2 \ Dps3

£

Figura 4: Elipses confocais £ e & e uma orbita triangular {pi, p2,ps}.

Demonstracao. Segue diretamente da Proposicao 1. De fato, a orbita 3-periddica

do ponto p; = (a,0) é dada por
(*—1)a (b*—1r)a
P2 = W’ D2y € pP3 = W’ —P2y |,

onde

(a® 4+ 0> —27) (2a4—a2b2+b4—2m2), r =Vt — 2 10

P2y = — a2 _ b2
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A familia de elipses confocais a € é definida por h(z,y, \) = z%/(a*—\)+y*/(b*—\) =

b2 /@ —a2b21bh . .
1. Tendo que o ponto (( aaLabg il )a, 0 | pertence a elipse interna, calculamos

o a’b? (—a2 —b®+2Va* — a2b? + b4)
} (@ 1)

e segue o resultado. O]

Lemma 1. O centro do circulo circunscrito ao tridngulo A = {p1,ps,p3}, pi =

(xivyi)7 ¢ dado por (xmyc); onde

o = L@y (Y —ys) + (23 +93)(ys — y1) + (23 1 43) (11 — 1)
" 21(y2 — y3) + xa(ys — y1) + 23(y1 — ya) ’
(5)
Yo — 1 (2% + y?) (s — 22) + (23 + y3) (21 — 23) + (25 + y3)(x2 — 21)
©2 y1(xs — x2) + ya(@1 — 23) + ys (@2 — 21)

Demonstrac¢ao. Célculo direto. Obtém-se a intersecao entre as retas mediatrizes

(p1 + p2)/2 + t(pa — p3)* e (p1 + p3)/2 + t(p1 — p3)*, onde (p; — p;j)* € um vetor
ortogonal ao vetor p; — p;. ]

Proposicao 4. Seja C(p1) o cincuncentro do tridngulo A(p,) que define a drbita
3-periddica do bilhar. Entao C(py) é parametrizado por (z.,y.) onde

I A%% + aozy% Y1 bgo[E% + Bgy%
Le = — 2.2 2.2 Ye = 2.2 2,27 com
a A’x; + B%y; b A%2x{ + B?y;
A a® — Va2c + vt B_ b — Va2 + bt
N 2a ’ N 2b ’ (6)
al(3a®+ ab?) A — b*c? b[(a’b+ 3b%) B + a’c?
o) - AOCTBIARE) D@30 By

Demonstragao. Segue diretamente do Lema 1 e da Proposicao 1.
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Observamos que

x1Fy _ ﬁam(a,b)xfjtaog(a, b)y;
202Fy  2a® pla,b)a? + q(a,b)y?

Te =

_ y1 Fo _ ﬂbm(%b)ﬁ‘i‘bw(aa b)y;
Ye = o0 E, — 262 pla, b)2? + q(a, b)y2

a20(a7 b) = boz(b> G)7 GOQ(C%b) = 520(67 CL),
onde
Fi = (b*(4a* — a®v* +b1) Ay — a®V* (4a* — 3a%0* + 3b%)) 22
at ((3a® + b%) Ay — 3a* + a?b? — 2b%) y?

F, = (b*(a® 4+ 30%) Ay — b* (2a* — a®b* + 3b%)) 23 + (a® (a* — a®b® + 4b%) A,
— a?b? (3a* — 3a%b* + 40Y)) y?

F3 = (2a°0?As — 1? (2a* — a®0* + b)) 22 + (24?02 Ay — a® (20 + a®c?)) y?

Ay = \/a2 2 b2) + bt = Va2c? + bt

Simplificando a equagao acima obtemos o resultado afirmado. O

Em fungao dos eixos das elipses £ e £ temos o seguinte resultado.

Proposicao 5. Seja C(p1) o cincuncentro do tridngulo A(py) que define a drbita
3-periddica do bilhar associado as elipses € e . Entao C(p1) € parametrizado por

(e, ye) onde

. ﬂb2 (b%(b4 — b%a® + 4a4) bﬁ) x% +a* (be% — bt + 3b%a2) y%
4 (b1$1 + a%y%)a4b2

b (afe® — a' 4 3aib?) 2T 4 a® (af(a” — bPa® + 40") — a®) Y}
Yo 4 (blxl atyi)a*bt

Demonstracao. Segue diretamente das Proposicoes 3 e 4. O]
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3 Curvatura afim de curvas planas

O grupo afim das transformacoes lineares do plano R? é gerado pelas translacoes e
pelas transformacoes lineares invertiveis.

E também bastante natural, analogo ao caso euclidiano, considerar os conceitos
de comprimento e curvatura de curvas que sejam “invariantes” pelo grupo afim
especial (transformagoes lineares que preservam area).

Considere uma curva regular c¢(s) = (z(s),y(s)) no plano afim A% munido da
forma de &rea canoénica w = dxdy e suponha que [¢/(s),’(s)] = 1. A notacgao |[. , ]
denota o determinante da matriz 2 x 2 formada pelos vetores colunas. Isto é sempre
possivel quando ¢ for uma curva localmente convexa (curvatura euclidiana positiva).

Derivando esta equagao obtemos que [(s), ¢”(s)] = 0 e portanto, como estamos
supondo ¢ # 0, temos que

A"(s) + ka(s)d(s) =0 = ky=]["(s),"(9)].

A fungao k, é denominada curvatura afim de c. Veja também [9] e [13].

Em relacao a uma parametrizagao y(u) = ¢(s(u)) temos que
,y/ — CSS/

V' = e+ cos”

v

3
= (445" + BCes8's" + g8

onde ¢, = dc/ds, css = d’c/ds® e csss = d>c/ds>.
Além disso temos,
P =,
38/28” _ [’7/, ~
68,8”2 + 38128/1/ _ [’)/, 7//1/] + [’Y”, ’YW]

S
///}

Logo, usando que ky(s) = [css, Csss], obtemos em fun¢ao da parametrizacdo v que

/l/l] /l/] 2

() = AN A"+ 1™ 5l
a 3[7/7 7”]3 9 [,7/7 7//]% ’

l//] ////]

e = [V e =
Acima [u,v] = ujvy — ugvy; é o determinante da matriz formada pelos

Introduzindo a notacdo vi2 = [v,7"], 13 = [V,

Yy
vetores u = (uy, ug) € v = (vq, V).

///]

Portanto, a curvatura afim k, de v é dada por
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k= 493 + 114 B 5(’713)& (9)
3(712)3 9(712)3

[\

Observagio 1. A curvatura afim da elipse € ¢ igual 1/(ab)3.

4 Resultados Principais

Nesta secao descrevemos analiticamente o lugar geométrico dos centros dos circulos
circunscritos associados a uma orbita triangular (3-periodica) de um bilhar eliptico.

Proposicao 6. A curvatura afim, k,, da curva determinada pelos centros dos cir-

culos circunscritos € constante e é dada por

1 a? —vVa* — a?b? + b? b2 — va* — a?b? + bt
3_— pr— p—
k"_A2B2’ A 2a , B 20 '

(10)

Portanto a curva &, € uma elipse.

Demonstragao. Célculos longos, verificados por computacao algébrica, por exemplo
maple, confirmam que a curvatura afim é constante e positiva.

De fato, usando a parametrizacao dada pela equacao 7, fazendo z; = au e
y1 = bv/1 — u? e a definicdo da curvatura afim, 9, temos que

B 16a2b*U3

8- -

, onde

U = —36493a°0'® — 6561 a®*b* — 38546 a?°b* — 36493 a'8° — 62918 a'°b®
— 67282, a0 — 74444 a'?b1? — 67282 a0 — 62918 a®b'° — 38546 a*H?°
— 6561 a®b?? — 13122a** — 131220** + 2 Ay (b? 4 a?) (81 % — 20 b5a?
+ 134 b%a* — 20b%a® + 81 a®) (8162 + 200'%2 + 119 b%a* + 72 b%a®
+1190%a® 4 20b%a'® + 81 a'?)

Vo= (27a®+200%a° + 34b%a" + 200%a% + 27 b°) A,
— (b% + a?) (2708 — 20b%a® + 50 ba* — 20 b?a8 + 27 a®)

e a equagao acima fatora-se em k2 = 1/(AB)2.
Como a curvatura afim é constante e positiva temos que o lugar geométrico
E={C(p1),p1 € £} € uma elipse. Veja por exemplo [8] e [9]. O
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Teorema 1. O lugar geométrico E. = {C(p1),p1 € E} € uma elipse da forma
2?2 /A* +y?/B% =1, onde

a? — Va2 + bt B_ b? — Va2c® + bt (1)

A pr—
2a ’ 2b

Os focos sao (O,:I:%b).
Em termos dos eizos ay e by da elipse interna da dindmica do bilhar & (confocal
com a elipse €) temos que 4a*0? A? = *b? e 4a’b* B* = c*a?. Em particular % = %'.
Sea>b>%\V—-1++33 a elipse 2>/A* +y?/B* = 1 estd contida na regido
delimitada por x2/a® + y?/b* = 1.

Demonstracao. Pela Proposicao 6 temos que a curva procurada é uma elipse.

A mesma passa pelos pontos P, (i = 1,...5) sendo P, = v(a,0), P, =(—a,0),
P; = ~(0,b), Py =~(0,-b), Ps=~(a/2, bv/3/2).

Calculos elementares, porém longos, mostram que a elipse tem a equagao con-
forme enunciado. Com a hipétese de que a > b, temos que B2 > A% e C? =
B? — A% = (a® — 1*)3/4a®b?. Logo os focos sao dados por (0, £C) com C = 3 /2ab.

Outra maneira de comprovar o resultado é observando que, definindo H(z,y) =
2? /A% + y*/B? — 1, obtem-se H(z.(acost,bsent), y.(acost,bsent)) = 0 por um
calculo direto.

As relagoes 4a2b?A? = b2ct e ;4a’0? B? = alc* seguem diretamente da definigao
das grandezas envolvidas.

A inequagdo B < b é equivalente a condigao b > 7 v/ —1+ V/33. O]

Proposigao 7. A curva () = (zc(t),4c(t)) = (zc(z1,41), Ye(@1,41), sendo I'(t) =
(x1,y1) = (acost,bsent), 0 <t < 2w, recobre a elipse &, trés vezes.

Demonstracao. Uma explicagao geométrica intuitiva para o recobrimento triplo da
elipse &, pela elipse € é o fato de que C(p;) = C(p2) = C(p3), onde denotamos por
A(p1) = {p1,p2, 3}, A(p2) = {p2,p3.p1} € A(ps) = {ps,p1,p2} a 6rbita 3-periodica
do bilhar.

Considere uma funcao racional F' : R? — R? da forma

F(x,y)z(

ar® +by> cx?+ dyz)
z )
pr? + qy? Y pr? + qu?

Temos que

acz* + (3ad — be) v%y* + bd y*

det(Jac(F)) = (pz2 + qy?)?

NEXUS Mathematicze. Goiania, v. 1, p. 1-15, 2018 11



M Garcia, R. A.

2
z [ A—

o

(acost,bsint)

Ee

Figura 5: Esboco das elipses £ e & no intervalo [0, 7/2].

Aplicando o resultado do céalculo acima na parametrizacao da elipse dada pela
equacao 6 obtemos:

P

det(Jac(F)) = o

P = —(b'af + a*y?)(axi + By7)

a=b%(5a%% +3b%a° + 9a’b* +12a® + 3b%) Vat — a2b? + b
—b% (12a' + 4a%® + 30'° — 3% + 12b%a® + 4 a*15)

B =a* (120 +5b%a’ + 3a® + 9a?b? + 3a%°) Vat — a2b? + bt
—a? (3a'% +4a®h? — 3a?b® + 4b*a® + 12a*° + 120'0)

Q = 2ab® (—b4 +a’b? —2a* +2 a2m) x?
+2a3b (—a4 +a’b? — 2%+ 2 b2m) y?

Pode-se comprovar, por manipulacao algébrica, que a < 0 e § < 0 e portanto
det(Jac(F)) > 0 para (z1,y1) # (0,0). De fato, « = 0 e 8 = 0 se, e somente se,
a=>o.

Além disso, temos também que a fungdo z.(x1,y1) = x.(t) se anula paraz; =0 e
y1 = tki(a,b)x;. O mesmo para a funcao y.(z1,y1) = y.(t) que se anula em y; = 0
e y; = Lko(a,b)x;. Portanto cada fungdo anula-se seis vezes no intervalo [0, 27).
Um exemplo tipico que ilustra este comportamento ¢ mostrado na Fig. 6.

Portanto, v(t) = (z.(acost,bsent),y.(acost,bsent)) recobre a elipse &, trés
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xe(t

|

Figura 6: Grafico das coordenadas z. e y. da elipse &,.

vezes. A Fig. 5 ilustra o percurso no intervalo [0,7/2] das duas curvas I'(t) =
(acost,bsent) e ~(t).
0

A elipse interna &; de eixos a; e b; da dinamica do bilhar 3-perioédico é dada pela
equacao 4. A seguinte proposicao mostra que dado a elipse interna podemos obter
a elipse externa (eixos a e b) do bilhar invertendo a fungao F'(a,b) = (a1, b1).

—a(P—Vi—a?PFat) b(a?—VBT—a?PFat)\

Proposicao 8. A funcio F(a,b) = e ; o € um

difeomorfismo global na regiago aberta R ={(a,b): a>0,b>0 e a > b}.

Demonstragao. Céalculo direto mostra que det(Jac(F)) > 0 na regiao R e que
F(R) C R. Portanto, pelo Teorema da Func¢ao Inversa, F' ¢ um difeomorfismo
local. Para obter o resultado observamos que a equagao F(a,b) = (x,y) é equi-
valente ao sistema z? — y? = a®> — b?, bx + ay = ab. Com a hipotese z > y, as
duas hipérboles no plano ab possuem somente um ponto de interse¢ao na regiao
R. De fato, escrevendo ¢ = 22 — y* > 0 temos que b = ay/(a — z) e a satisfaz a
equagao polinomial p(a) = a* — 2a3x + 2c2ax — *x? = 0 que possui uma tnica
solucao positiva. Isto segue do fato de que o discriminante da equacao anterior vale
—4322¢* (=22 + @) < 0 (veja [2]) e portanto a equacdo quértica p(a) = 0 possui
somente duas raizes reais, sendo que a raiz positiva na situacao considerada acima
¢ maior do que . O
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5 Conclusao

Neste trabalho, inspirado no artigo [11], fizemos uma demonstracao usando apenas
ferramentas de geometria analitica real de que o lugar geométrico definido pelos
centros dos circulos circunscritos aos triangulos de um bilhar eliptico é também uma
elipse, denotada por &.. A principal contribuicao é explicitar a equacao canodnica
da elipse e mostrar que a elipse &., como curva parametrizada, é recoberta trés
vezes pela elipse £ associada ao bilhar. A posteriori o calculo da curvatura afim
é desnecesséario, mas o incluimos por acreditar que seja uma boa oportunidade de
revisitar conceitos classicos e poucos abordados nos cursos de graduagao e mesmo
de pos-graduacao nos tempos atuais.

Também é observado no trabalho que a elipse interna &; do bilhar (confocal com
a elipse inicial £) tem uma rela¢ao de proporcionalidade dos seus eixos com 0s eixos
da elipse &..

Uma explicacao geométrica para o recobrimento triplo da elipse &, pela elipse
€ & o fato de que C(p;) = C(p2) = C(ps), haja visto que os tridngulos A(p;) =
{p1,p2,p3}, A(p2) = {p2,p3,p1} € Alps) = {p3, p1, p2} sdo iguais.

Por fim, observamos também que o lugar geométrico definido pelos baricentros,
incentros e ortocentros dos triangulos (6rbitas 3-periddicas do bilhar) sao elipses.
Veja [5].

As figuras foram produzidas com o software livre inkscape.
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